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Abstract 
Radial basis function (RBF) is one of effective meshfree methods for interpolation on high dimen-
sional scattered data. Since the approximation quality and stability seriously depend on the dis-
tribution of the collocation points, it is urgent to find algorithm of choosing optimal point sets for 
the reconstruction process. In this paper, we give a short overview of existing algorithms including 
thinning algorithm, greedy algorithm, and so on. A new adaptive data-dependent method is pro-
vided at the end with a numerical example to show its efficiency. 
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摘  要 

径向基函数是一种处理高维散乱数据插值的有效方法。由于逼近精度和稳定性都严重依赖于配置点的分

布，因此在重建过程中如何设计配置点的优化选取算法成为一个迫切需要解决的问题。在本文中，我们

将简要介绍已有的选取算法，例如：细化算法、贪婪算法等。文章的最后，我们给出一种新的自适应选

取算法，并通过数值算例验证该方法的高效性。 
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1. 引言 

依据大量的散乱数据通过插值方法重建一个光滑曲线或曲面，在反向工程、计算机图形学、计算机

视觉等很多领域中有着重要的应用[1]。由于原始数据的无规则性，在选取插值方法的时候，尽量使得逼

近函数的产生不依赖于数据位置，即选择所谓的无网格方法。径向基函数插值方法作为一种常用的无网

格方法，其实质是用一元函数来描述多元函数。由于在通常的方法中所有的原始数据均选取为径向基函

数配置中心，这样导致了所求插值函数的不稳定性[2] [3]。因此众多的学者关注于如何从大量的原始数据

中选择较少的配置点以使得所求的插值函数近似精度高并且稳定性好[4] [5]。在本文中，我们将给出一种

新的一元自适应配置点优化选取方法。本文内容安排如下：在第二部分我们简要介绍径向基函数相关概

念性质。第三部分概述诸如：细化算法、贪婪算法等已有的几类选取算法。在第四部分，介绍我们所设

计出一种新选取算法，最后通过数值算例演示新算法的有效性。 

2. 径向基函数 

考虑一个定义在 Ω上的未知函数 f(x)，其定义在离散样本集合 { } 1

N d
k k

X x
=

= ⊂ Ω ⊆  上的函数值集合

为 ( ){ } 1

N
k k

f x
=
。给定一个一元函数 :ϕ + → ，令 ( ) ( )x xϕΦ = ，其中 ⋅ 为欧几里得范数，则函数 ( )f x

可以近似表示成如下线性组合形式 

( ) ( )
1

ˆ ,
N

N k k
k

f x rα ϕ
=

= ∑                                    (1) 

其中： k kr x x= − ，{ } 1

N
k k

α
=
为待定系数，其值由如下的插值条件决定 

( ) ( )ˆ , 1 .N k kf x f x k N= ≤ ≤  

称 { } 1

N
k k

X x
=

= 为径向基函数插值配置点集，由径向基函数ϕ 与配置点集 X 决定的矩阵记为 

( ) ( )

( ) ( )

11 1

1

.
N
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r r
ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
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如果 Aϕ 非奇异，则线性方程组 

( ) ( )
1

, 1 ,
N

k ik i
k

r f x i Nα ϕ
=

= ≤ ≤∑  
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的解存在并唯一，其中 ik i kr x x= − 。 
下面为常用的径向基函数： 

多二次函数(MQ)： ( ) 2 2
jr r cϕ = +  

逆多二次函数(IMQ)： ( ) 2 21jr r cϕ = +  

薄板样条函数(TPS)： ( ) ( )2 logj jr r rϕ =  

高斯函数(Gauss)： ( ) 2 2
e c r

jrϕ −=  

大多数径向基函数不能保证插值矩阵 Aϕ 的非奇异性，此时应对插值函数进行处理，即为了保证插值

问题解的存在唯一性，在式(1)中等号的后边添加多项式项 ( )P x ： 

( ) ( ) ( )
1 1

ˆ
N M

N k k s s
k s

f x r b P xα ϕ
= =

= +∑ ∑ ， 

且满足条件 

( )
1

0, 1 ,
N

k s k
k

P x s Mα
=

= ≤ ≤∑                                 (2) 

{ } 1

M
s s N

P
= +

是 1mP − 的一组基，
1

2
m

M
+ 

=  
 

为 1mP − 的维数。令

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
T

1

N

M M N

p x p x
P

p x p x

 
 =  
 
 



  



，结合式(2)，

则插值条件可以写成如下形式： 

T ,
0 0

A P f
P
ϕ α

β
    

=    
    

 

其中 ( )T
1 2, , , Nα α α α=  ， ( )T

1 2, , , Mb b bβ =  ， ( )T
1 2, , , Nf f f f=  。 

任给 d
 上的一个径向基函数 ( ) ( )x xϕΦ = ，对于任意选取的配置点集 X，若矩阵 Aϕ 均为正定矩阵，

此时我们可以定义一个由Φ 诱导的内积： 

( ) ( )( ) ( ), , , .dx y x y x y
Φ

Φ − ⋅ Φ − ⋅ = Φ − ∈  

利用此内积可以定义如下的线性空间： 

( )
1

: , ,
n

d
i i i i

i
F x n xλ λΦ

=

 = Φ − ⋅ ∈ ∈ ∈ 
 
∑     

即 FΦ是有所有有限个 ( )ixΦ −⋅ 的线性组合构成的空间。取 FΦ的闭包为 ΦΓ ，则 ΦΓ 是一个 Hilbert 空
间，其上的内积仍然是 ( ), Φ⋅ ⋅ 。并且任取空间 ΦΓ 中的一个元素 ( )f x ，都有 

( ) ( )( ), , , .df x f x x f ΦΦ
= Φ − ⋅ ∈ ∈Γ  

称 ΦΓ 是Φ 的本性空间[6]。为了给出径向基插值的误差估计，定义配置点分布的填充距离如下： 

, sup min .
j

X jx Xx
h x xΩ ∈∈Ω

= −  

则对于任意的本性空间中的函数 ( )f NΦ∈ Ω ，有如下的误差估计 

,
ˆ
N Xf f C h fΩ Φ
− ≤ ⋅ ⋅ ，                               (3) 
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其中 C 为常数， f
Φ
为函数在本性空间中的范数。一方面，从误差估计式中可以看出要使得近似精度高，

应该尽可能多选取配置点。但另一方面，过多的选点将导致矩阵 Aϕ 的条件数过大，从而导致求解插值函 

数的不稳定性[7]。若定义配置点分布的分散距离为
1

1: min
2X i ji j N

q x x
≤ < ≤

= − ，则配置点的选取应使得 ,Xh Ω尽

量小，并且 Xq 尽量大。 

3. 配置中心的选取方法 

通过前面的介绍可知，利用径向基函数插值方法对散乱数据进行处理，如果数据点非常多，为了降

低插值矩阵条件数，节省运算成本，我们希望能够用尽量少的配置点并获得尽量高的近似精度。这个问

题可描述为：给定了大量的原始散乱数据，要从中选取 n 个配置点进行插值，如何选择才能使 ,Xh Ω尽量

小，并且 Xq 尽量大。M. S. Floater [8]，A. Iske [9]和 S. D. Marchi [10]及其合作者在此方面做了较多工作。

到目前为止，这方面的研究成果主要可以分为两类：依赖数据的和不依赖数据的。 
给定插值区域Ω 和大量散乱数据，要在从中选取的一个包含 n 个配置点的集合 X 上插值并使得效果 

最优，即应该使得所选结点的分散距离 Xq 尽量大的同时填充距离 Xh 尽量小。令 X
X

X

q
h

ρ = ，Iske 指出对 d  

维有界区域做正单纯性剖分得到的顶点集满足 Xρ 最大，且有 

( )2 1
d

X

d
d

ρ
+

= 。 

基于同样的思想，当给定了插值节点集 X 时，Floater 和 Iske 通过添加点、细化点和交换点等方法构

造分层点集序列 1 2 NX X X X⊂ ⊂ ⊂ = ，这里 ( )# iX i= ，满足相应的 ( )1 2
, , ,

NX X Xρ ρ ρ 在某种意义下最

大[8]。Iske 将同样的想法也应用到了分片算法中。 
径向基函数插值可写成 Lagrange 形式 

( ) ( )*

1

n

j j
j

f x f l x
=

= ∑ ， 

其中 ( )j i ijl x δ= ，定义能量函数如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
,

1 , 1
, 2 , ,

N N

X j j j j k k
j j k

P x x x l x x x l x x x l xΦ
= =

= Φ − Φ + Φ∑ ∑  

则 ( )2
, XP xΦ 的大小直接反应了插值的误差，并且当 X Y⊂ 时，有 ( ) ( )2 2

, ,X YP x P xΦ Φ≤ 。 
借助于能量函数，Marchi 给出了下面的贪婪算法[10]： 
1) 初始步骤：有界区域 dΩ ⊂  ，在Ω 的边界上取一点 1x ，令 { }1 1X x= ； 
2) 迭代步骤：对于 2j ≥ ，在 1\ jX −Ω 上选取点 jx 满足 jx 到 1jX − 的距离最远，令 { }1j j jX X x−=  。 
设 2E ⊂  是一个有界区域，令 0x E∈ ，对 1,2,j = ，定义 jx 满足： 

{ }0 1 10 1 0 1\ , , ,
min max min

j
j k kk j k jx E x x x

x x x x
−≤ ≤ − ≤ ≤ −∈

− = −


， 

称这样的点列{ }jx 为 E 上的 Leja-Bos 点列，显然通过贪婪算法选取的点列是一个 Leja-Bos 点列。 
另外，在径向基神经网络中常用 K-均值聚类算法选取中心，K-均值聚类算法不仅简单而且性能良好，

在模式识别中应用十分广泛。这种方法的选点过程与被插值数据无关，也是一种不依赖数据的选点方法

[11]。 
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4. 我们的选取方法 

从前面的分析可以看到，径向基插值精度与 Xh 有关，插值矩阵的条件数与 Xq 关系密切，而 Xh 和 Xq
只与配置点的几何分布有关，而与要插值的函数或者数据没有关系。所以依据 Xh 和 Xq 所得到的取点方

法都是不依赖数据的，都是要使所选的点集在插值区域上的分布尽量均匀。这类算法所得到的配置点集

都可以说是一种 Leja-Bos 点列。观察式(3)右端的误差函数，它不仅与分布密度有关，还与被插值函数 f
有关。被插值函数 f 的性质由给定的散乱数据的性质反映，所以在选择插值中心的时候应该同时考虑散

乱数据的值及其变化性质。基于此，我们希望找到一个依赖数据的自适应的选点方法，能够根据具体的

数据选择最佳配置点。 
为了能够在选择配置点时同时考虑点集分布和具体数据的变化，我们定义广义的 Leja-Bos 点列：设 E

是给定原数据点集，ω 是定义在 E 上的一个正定函数，令 0x E∈ 满足 

( ) ( )0 0 max
i

i ix E
x x x xω ω

∈
= ⊕ ， 

其中⊕ 表示某种运算，并且当 1,2,j = 时，令 jx E∈ 满足： 

( )
{ }

( )
0 1 10 1 0 1\ , , ,

min max min
l j

j j k l l kk j k jx E x x x
x x x x x xω ω

−≤ ≤ − ≤ ≤ −∈
⊕ − = ⊕ −



， 

其中， ⋅ 表示欧几里得范数。称ω 是 E 上的广义权函数，称如此选取的点列 { }jx 为 E 上的一个广义

Leja-Bos 点列。 
权函数ω 需要根据具体的数据点集来确定，不同的权函数对插值误差的影响比较明显，一般我将函

数值的变化剧烈程度与广义权函数联系起来。在本文中，我们取广义权函数为最近 3 个点之间的二阶差

商平方平均值 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
1 1

1 1 1 1

1 3,
l

i i i i
l

i l i i i i i i

f x f x f x f x
x

x x x x x x
ω

+
+ −

= − − + −

  − −
= −   − − −  

∑  

⊕ 运算取两者的加权平均即 ( ) ( ) ( )1 ,0 1x x x xω λω λ λ⊕ = + − ≤ ≤ ，然后根据找出广义 Leja-Bos 点
列即为所求的配置点集。 
 

 
Figure 1. The profile of the f(x) 
图 1. 曲线 f(x)的形状 
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Figure 2. The distribution of chosen collocation points 
图 2. 配置点的分布情况 

 

 
Figure 3. Error function corresponding to 527 equidistant nodes 
图 3. 均匀分布选取 527 个配置点的误差图形 

 

 
Figure 4. Error function corresponding to generalized-Leja-Bos sequence of 72 points 
图 4. 选取 72 个广义 Leja-Bos 配置点的误差图形 
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5. 数值算例 

本数值算例中，我们选择函数 ( ) 2e sin
2

x xf x
−  =  

 
，给定原始数据为区间 [ ]0, 4π 的 527 等分点(包括端 

点)及其函数值。径向基函数选择为 MQ 函数，其中的形状参数 5r = 。 ix 点处的广义权值取该点与其最

近 3 个点的平方平均值，权系数 0.5λ = ，配置点根据算法自适应取到 72 个。原函数图像如图 1 所示，

从函数图像可以看出曲线兼具变化较为剧烈和平缓的部分。利用本文的方法所选取的配置点如图 2 所示。

插值等分点的误差函数如图 3 所示，利用本文方法所做插值方法的误差图像如图 4 所示。从误差图像容

易看出，得到同样近似精度，本文所采用的方法选取的配置点更少因而效率更高。 

6. 结论 

本文主要探讨了如何利用大量的原始数据，自适应选取较少的径向基函数插值配置点。我们利用配

置点分布的分散距离并结合数据点处的二阶插商信息自适应选取了一列广义 Leja-Bos 点列，将此点列作

为径向基函数插值配置点，从数值算例可以看出，利用本文给出的算法所得出的插值函数效率更高。 
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