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Abstract 
For a class of nonlinear programming problems with interval coefficients, a genetic algorithm 
based on a uniformly searching scheme is proposed in this paper. Firstly, the original problem is 
transformed into two exact bilevel programs. Secondly, the upper level variables are encoded as 
individuals, and these individuals are evaluated by solving the bilevel programs. Finally, in order 
to avoid producing similar offspring by inbreeding, a relative distance is adopted to provide a 
threshold value for crossover. Also, an orthogonal crossover operator with point oscillating is 
provided to generate offspring as uniformly as possible. The experimental data indicate that this 
algorithm is feasible and effective. 
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摘  要 

本文针对一类带区间系数的非线性优化问题，提出了一种基于均匀搜索的遗传算法。首先，将原问题分

解为两个确定的双层规划问题；其次，对两个双层问题的上层变量进行编码，通过求解相应的双层规划

获得对个体的评估；最后，为避免近亲繁殖产生相似后代，采用相对距离控制杂交运算；并且引进摆动

式正交杂交算子产生后代个体，使后代尽可能均匀产生。数据仿真结果表明，该算法是可行有效的。 
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1. 引言 

随着优化理论知识的不断完善，越来越多的人投入到优化问题的研究当中。目前，常见的优化问题

有：线性规划，非线性规划，目标规划，动态规划等，都是用确定型的数学模型去描述实际问题中的所

有信息，我们将这一类优化问题称为确定优化问题。而在现实生活中，大部分问题由于一些不确定因素(如：

环境变化，预算变动或者技术改革等)的存在，使得对应问题成为不确定问题，根据不确定参数的种类，

常见的不确定优化问题可分为：随机规划问题、模糊规划问题和区间规划问题等三类。其中，随机规划

问题是指已知随机变量分布函数且所含不确定参数类型为随机变量的优化问题，模糊规划问题是指已知

隶属度函数且所含不确定参数类型为模糊数的优化问题。然而，在实际问题中，随机变量的分布函数和

模糊数的隶属度函数的获取是很困难的。因此，通过解决上述两种问题来处理实际问题具有很大的局限

性。区间规划问题是指优化问题所含的不确定参数是区间，且已知该参数区间的上下界或者中点值和半

径。区间规划问题中的参数相对比较容易获取，而且随机变量和模糊数都可以通过一定方法转化为区间，

从而随机规划和模糊规划问题均可以转化为区间规划问题。因此，不确定区间优化方法被更多的应用于

解决实际问题当中，如铁路空车调配问题[1]，飞机机翼设计问题[2]，最大化盈利问题[3]，以及汽油调和

优化问题[4]等，所以，研究区间参数优化问题具有重要的实际应用价值。 
区间规划方法作为一种更切合实际的数学规划，越来越多的人开始对其进行研究。针对区间规划所

讨论问题的类型，通常分为以下几种：区间系数线性规划[5]、区间系数非线性规划[6]、区间系数多目标

优化[7]和区间系数双层规划问题[8]等。一般采用定义新的区间序关系，通过该序关系给出问题的最优值

区域或将问题转化为一个或多个确定性问题求解两大类。针对区间线性规划问题，郭均鹏等[9]提出了一

种基于决策者满意度的区间排序关系，把区间不等式约束转化为确定型约束的求解方法。文献[10]基于可

行性测试和压缩技术给出了一种求解区间线性规划问题的方法。对于区间系数非线性问题，蒋峥等[11]
提出一种采用递阶优化方式求解区间参数不确定非线性规划的算法。文献[12]通过应用对偶定理和变量代

换技术提出了一种解决区间二次规划的数值求解方法。对于区间多目标规划问题，巩敦卫等[13]通过定义

区间序关系和拥挤距离来反映最优解质量和最优解分布情况，并基于排序关系和拥挤距离选择最优解。

文献[14]提出一种基于区间权重解决多目标模糊规划问题的方法。对于区间系数双层规划问题，Calvete
提出了一种基于极点排序技术求解区间系数线性双层规划的方法。由于问题本身的难度，目前给出的有

效算法很少文，且主要针对线性规划问题。 
本文讨论了一类带区间系数非线性规划问题，文中首先将目标区间系数进行编码，每一组系数取值

作为一个个体。然后，将原问题转化为两个双层子问题。求解过程中本文使用正交设计矩阵产生均匀分
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布的初始种群，并采用随机抽取的方式进行杂交和变异操作，在杂交过程中，使用正交杂交算子[15]产生

后代个体，并对每一个后代进行选择性单点摆动来保证个体的差异性，变异算子采用改进的随机变异，

通过以上操作使得最终产生的后代个体尽可能均匀分布。最后，运用传统优化方法通过搜索目标系数区

间求解得到两个目标值，并将这两个目标值作为遗传算法的个体适应度。算法通过比较个体的适应度，

在一次的运算中同时获得问题的最优值区间上界和下界。 

2. 问题模型及转化 

本文讨论带区间系数的非线性优化问题，数学模型如下： 

( )
( )
( )

,
min ,

. 0

I

I

x c
f x c

s t G x




 ≤

                                     (1) 

其中， nx R∈ ， ( )1 1 2 2, , [ , , , ,I l u l u l u
m mc c c c c c c     =       为m维区间向量参数，l 和 u 分别为区间的上下界标号，

( ) 0G x ≤ 为约束条件，问题(1)的目标函数值为区间。 

首先，将原问题转化为如下 
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                                     (3) 

两个双层规划问题。 
(2)可进一步写成如下单层规划： 

( )
( )

,
min ,

. 0
x c

f x c

s t G x




≤
                                     (4) 

但这样我们需要设计两个算法求解最好最优解和最差最优解。为了避免这个问题，我们保留(2)的形

式。利用(2)和(3)只差上层目标优化方向的区别，设计统一的算法。 
(2)和(3)是双层规划问题，一般来讲是非凸不可微的，为了有效求解这个问题，我们采用遗传算法框

架求解。利用上层变量 c 的取值区间作为搜索空间，求解下层，获得对应的目标值。通过比较目标值获

得最好和最差最优解。 

3. 算法设计 

3.1. 个体编码 

采用遗传算法搜索目标系数区间，因此，每一组系数的取值作为种群的个体。令个体 ( )1 2, , , mc c c c=  ，

其中 , , 1, 2, ,l u
i i ic c c i m ∈ =   。 
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3.2. 适应度评估 

对任意一个个体 ( )1 2, , , mc c c c=  ，通过计算(2)和(3)的下层问题获得适应度评估，即计算如下非线性

规划问题： 

( )
( )

min ,

. 0
x

f x c

s t G x




≤
                                     (5) 

算法通过比较所获得的目标函数值得到最优值的上界和下界。 

3.3. 杂交算子 

对于大部分杂交算子，若两个个体各分量都相近，杂交所产生的后代个体与父代个体依然相似，这

样的近亲繁殖将导致获得的解不变，搜索速度变慢。为防止此类情况发生，本文采用计算相对距离的方

法来克服近亲繁殖问题。 
对任意两个个体 ,i jc c ，定义两者之间的相对距离公式为： 

( )

, ,
1

1

m

i k j k
k

m
u l
k k

k

c c
d

c c

=

=

−
=

−

∑

∑
 

显然， [ ]0,1d ∈ 。 d 越小，两个个体的相似度越大，反之，相似度越小。通过设定相对距离的大小

来确定两个个体是否杂交。本文的相对距离表示为δ ，即两个个体的相对距离大于δ 是进行杂交的必要

条件。若两个个体符合杂交条件，则采用离散化正交杂交算子进行杂交，具体操作如下： 
设 ( )1 1,1 1,2 1,, , , ml l l l= ⋅ ⋅ ⋅ 和 ( )2 2,1 2,2 2,, , , ml l l l= ⋅ ⋅ ⋅ 为任意两个父代个体，它们定义的空间记为 ,p pl u  ，其中， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
1,1 2,1 1,2 2,2 1, 2,

1,1 2,1 1,2 2,2 1, 2,

min , , min , , , min ,

max , , max , , , max ,

p m m

p m m

l l l l l l l

u l l l l l l

  = ⋅ ⋅ ⋅  


 = ⋅ ⋅ ⋅  
 

离散化每个区间 ,p pl u  为 Q 个水平，使得任何两个连续水平之间的距离相同。如：把第 i 维的区间

离散化成 ,1 ,2 ,, , ,i i i Qα α α⋅ ⋅ ⋅ ，其中， 

( )

( ) ( )

( )

1, 2,

1, 2,
, 1, 2,

1, 2,

min , , 1

min , 1 , 2 1
-1

max , ,

i i

i i
i j i i

i i

l l j

l l
l l j j Q

Q

l l j Q

α

 =

  −  = + − ≤ ≤ −    
 =

 

记 ( ),1 ,2 ,, , ,i i i i Qα α α α= ⋅ ⋅ ⋅ 。随着种群的进化和改进，个体趋于一致，两个父代个体定义的区间越来越

小。由于 Q 是固定的，离散化的点越来越近，因此，可以得到越来越多精确的结果。 
在离散化 ,p pl u  之后，本文采用正交设计选择一个小的但具有代表性的样本来作为后代备选集，然

后在该集合中选择最好的点作为杂交后代。 
由于父代个体是随机选取，若相同父代个体被重复选取，则导致后代个体相同。本文在杂交之前进

行预处理，采用个体各分量选择性摆动克服该问题，即使在父代相同的情况下依然会产生不同的后代个

体，具体方法如下： 
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首先，对两个父代个体各产生一个 [ ]0,1 之间的随机数 r ，若 r 大于预先设定的阈值 β ，则对相应个

体各个分量进行摆动操作： 

, , 2i j i j
Kl l rand γ′ = ± ∗ ∗  

其中， , ,
u l
i j i jK l l= − ，rand 为 [ ]0,1 之间的随机数，γ 为一个小正数。在上式中，以相同的概率执行加减运

算，若超过边界，则取边界值。 
其次，用得到的 ,i jl′ 代替 ,i jl ，完成对各个分量的摆动。 

3.4. 变异算子 

对参加变异的父代个体 ( ),1 ,2 ,, , ,i i i i ml l l l= ⋅ ⋅ ⋅ 进行变异，后代个体的分量按如下方式产生：随机产生一

个 0 或者 1，取 

, , ,

,

, , ,

, 0

, 1

u
i j i j i j

i j
l

i j i j i j

gl rand l l
Tl
gl rand l l
T

 + ∗ − ∗′ = 
 − ∗ − ∗


若产生的随机数为

若产生的随机数为
 

其中 rand 为 [ ]0,1 之间的随机数，T 为最大运行代数，g 为代数。 

3.5. 算法步骤 

算法步骤如下： 
1) 初始化：设置种群规模 M ，杂交概率 cP ，变异概率 mP 及算法最大运行代数T ； 
2) 运用正交设计矩阵在系数区间内均匀产生 M 个个体，得到初始种群，记为 ( )0pop ，令 0g = ； 
3) 对每个个体进行适应度评估； 
4) 对 ( )pop g 中的个体通过相对距离的判定进行杂交，后代集记为 cO ； 
5) 对 ( )pop g 中的个体按变异概率 mP 进行变异，变异后代集合记为 mO ； 
6) 从 ( ) c mpop g O O∪ ∪ 中根据适应度函数分别选择适应度最大和最小的 [ ]2M 个个体组成下一代

种群 ( )1pop g + ； 
7) 若迭代次数达到T ，则停止迭代，输出适应度最大和最小的个体。否则，令 1g g= + ，转 4)。 
该算法的显著特点是对解区间进行尽可能均匀地搜索，且问题的最优值的上下界在一次算法运行中

同时获得，从而提高了求解效率。 

4. 算例 

由于区间系数非线性规划问题算例极少，本文通过对现有确定系数算例[16]扰动系数，构造成新的算

例。由于没有改变函数结构，同时，目标系数变成了区间，因此计算难度比原问题更大。 
例： 

( ) 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 2 8 6

. 2
2 1

, 0

x
f x x x x x x x

s t x x
x x

x x

 = + − + −

 + ≤


− ≤
 ≥

 

该问题的最优值是−4.50。 
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Table 1. The optimal results       
表 1. 最优计算结果       

最好最优值 最好最差值 计算结果平均值 

−10.0000 −10.0000 −10.0000 

c = (1.2359, 1.0000, −1.2789, 7.3015, −7.0000) 
(x1, x2) = (0.0000, 2.0000) 

c = (2.0525, 1.0000, −0.8706, 7.5969, −7.0000) 
(x1, x2) = (0.0000, 2.0000)  

 
Table 2. The worst result       
表 2. 最差计算结果       

最差最优值 最差最差值 计算结果平均值 

−2.0833 −2.0833 −2.0833 

c = (1.8209, 3.0000, −0.7083, 7.1530, −5.0000) 
(x1, x2) = (0.0000, 0.8333) 

c = (1.0127, 3.0000, −0.7262, 8.6655, −5.0000) 
(x1, x2) = (0.0000, 0.8333)  

 
将目标个别系数上下浮动一个单位，则问题变为如下区间系数的情形： 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

min 1,3 1,3 0, 2 7,9 5,7

. 2
2 1

, 0

x
f x x x x x x x

s t x x
x x

x x

 = + − + −

 + ≤


− ≤
 ≥

 

可见原问题的最优值应介于对应区间系数问题最优解区间之间。 
在 CPU2.6 GHZ，内存为 4 GB 的笔记本电脑上，利用提出的遗传算法求解该算例。算法的相关参数

取值如下： 0.8CP = ， 0.1mP = ， 0.25δ = ， 0.5β = ， 0.01γ = ， 50M = ， 200T = 。 
对每个问题，运行提出的遗传算法 30 次，记录问题的最好最优值和最差最优值及相应参数 c 的值。

计算结果见表 1 和表 2。其中表 1 给出了最好最优值的计算结果(最好值，平均值和最差值)以及最好值对

应的 c 和 x 值；表 2 给出了最差最优值的计算结果以及对应的 c 和 x 值。 
从计算结果来看，本次运算所获得的最优值区间包含原问题的最优值，因此算法运算是有效的。 

5. 结束语  

针对一类带区间系数的规划问题，基于目标系数区间搜索，给出了求解这类问题的一个遗传算法。

该算法的特点是采用了点摆动式正交杂交算子使得后代个体尽可能均匀分布，有效提高了算法的搜索效

率，并且算法能在一次运行中获得问题最优解区间。 
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