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Abstract 
This paper will apply the Lie group reduction method to a kind of space-fractional order nonlinear 
Schrödinger equation. New single parameter solutions and reduced equations of Lie symmetry are 
obtained for the equation. Moreover, by solving the reduced equation of Lie symmetry, some 
group-invariant solutions and travelling wave solutions are given for the space-fractional order 
nonlinear Schrödinger equation. 
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摘  要 

本文将李群约化方法应用于一类空间分数阶非线性Schrödinger方程，得到了方程的单参数新解，以及

李对称约化方程。进一步，通过求解李对称约化方程获得了空间分数阶非线性Schrödinger方程的一些

群不变解和行波解。 
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1. 引言 

分数阶微分和积分于 1832 年出现在 Liouville 的位势方程中，1881 年又出现在 Abel 的等时降落线问

题中[1] [2]，此后在物理、生物、化学等多个学科领域都得到了广泛的应用。近 30 年来，分数阶微分和

积分已被应用到分数回归模型[2]，粘弹性力学[3]、控制系统与控制器[2]、电子回路[4]、电分析化学[5]、
生物系统的电传导[6]、神经分数模型[7]等方面。目前，分数阶微分方程已成为数学和物理学相关分支领

域的研究热点。分数阶 Schrödinger 方程就是一个被许多学者研究过的典型偏微分方程，例如，文献[8]
研究了时间分数阶线性Schrödingerr方程，空间分数阶线性Schrödinger方程和时空分数阶线性Schrödinger
方程，给出了它们在不同势下的解形式。 [9]-[11]分别用分数阶变分原理和 Klein-Gordon 方法、

Crank-Nicholson 方法、Feynman-Kac 公式和 Markov 特性得到空间分数阶线性 Schrödinger 方程和它在无

限远处的本征解、稳定性和收敛性等。[12] [13]分别应用翻山原理和 Ekeland 变分原理、动量表象法研究

了空间分数阶非线性 Schrödinger 方程解的多重性和精确解。[14]研究了 N 维空间上分数阶非线性

Schrödinger 方程的基态解。[15]用 Profile 分解法得到了空间分数阶非线性 Schrödinger 方程的驻波解的轨

道稳定性和基态解的不稳定性。 
李群对称约化是一种可将偏微分方程直接约化为常微分方程的有效方法，通过求解约化方程得到原

偏微分方程相似解、解析解和精确解。同时，利用方程的李对称群还可以由方程的已知解去构造方程的

新解[16]。李群对称约化应用于分数阶偏微分方程的研究有一些结果，例如，于兴江等利用李群约化方法

把 Boussineq 方程约化为 Erdelyi-Kobe 分数阶常微分方程[17]；Guo-cheng Wu 应用李群约化法得到了时空

分数阶 Diffusion 方程的一些新解[18]；杨绍杰利用李群约化方法得到了时间分数阶 KdV 方程和耦合 KdV
方程组的约化方程和一类孤立波相似解[19]。 

综上所述，目前还没有将李群约化方法应用于分数阶非线性 Schrödinger 方程的研究。因此，在本文

中，我们的主要目的就是将李群约化方法应用到一类空间分数阶非线性 Schrödinger 方程，结果是得到了

它的依赖于单参数的衍生解和约化方程，并通过求解约化方程得到空间分数阶非线性 Schrödinger 方程的

群不变解和孤立波解。 

2. 一类空间分数阶非线性 Schrödinger 方程的李对称分析  

在本节中，我们将应用李群方法[20] [21]研究一类空间分数阶非线性 Schrödinger 方程，获得它的无

穷小生成元和李代数换位子表，以及与每一个生成元相对应的李对称群，再进一步通过李对称群和方程

的已知解衍生出了方程的新解。 

2.1. 一类空间分数阶非线性 Schrödinger 方程的引入 

2002 年，Laskin 在他的著作“Fractional Schrődinger Equation”[22]中给出了如下一类空间分数阶
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Schrödinger 方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
,

, , ,
u x t

i D u x t V x t u x t
t

α

α

∂
= − ∆ +

∂
                          (1) 

其中
2

1
CD
m

α

α αα

−

−= ，C 为非相对论量子体系中的特征速度，且 Dα 具有如下量纲： 

[ ] 1D erg cm secα α α
α

− −= × × ； ( ),V x t 是势函数； ( )2 2
α

− ∆ 是如下的量子 Riesz 分数阶导数： 

( ) ( ) ( )2 2 1, : e e , d d
2π

ipx ipxu x t p u x t x p
α

α+∞ +∞ −

−∞ −∞
 − ∆ =   ∫ ∫ 





 

1997 年，Saichev A 和 Zaslavsky G.M.在他们的著作“Fractional Kinetic Equations: Solutions and Ap-
plications”[23]中将分数阶的拉普拉斯算子表示为： 

( ) 2:
x

α α

α
∂

= − −∆
∂

                                    (2) 

如将(2)式代入方程(1)中，则可得到如下形式的空间分数阶 Schrődinger 方程： 

( )t xi u D u V x uα
α+ =                                   (3) 

在文献[24]中给出了 Caputo 分数阶导数定义下的非线性时空分数阶 Schrődinger 方程： 
2

2
2i 2 0u u u u

t x

α β

α β
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                                (4) 

对于量子 Riesz 分数阶导数定义下的空间分数阶非线性 Schrődinger 方程，在应用李群约化方法下很

难找到它的单参数李群变换。如果将方程(4)中的非线性项改为任意常数，我们发现仍不能得到它的无穷

小生成元和单参数李群，这样就给后面的求解带来极大困难。因此，为能够获得空间分数阶非线性

Schrődinger 方程的单参数李群变换，并顺利求出相关的解。本文中将主要研究如下的一类空间分数阶非

线性 Schrödinger 方程： 
22 0t xiu u u uβ+ + = ,   0 1β< <                            (5) 

其中的分数阶导数采用 Caputo 定义： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

0

,1 d , 1 .
,

,
, .

m
t m

m

t m

m

u x
t m m

muD u x t
t u x t

m N
t

α

α
α

ξ
ξ ξ α

α ξ

α

− − ∂
− − < <Γ − ∂∂ = = ∂ ∂

= ∈ ∂

∫
           (6) 

在本文后面关于不变群生成元及约化方程的计算中，将用到分数阶导数的如下几个性质： 

) ( ) ( ) ( ) ) ( )( ) ( ) ) ( )( ) ( )2d1 ; 3 ; 2 ;
dt t t t t t t t

fD D D D f t D t D D Dα α α α α α α αϕψ ϕ ψ ϕ ψ ξ ξ ϕ ϕ
ξ

= + = =  

) ( ) ( )
( ) ) ( ) )

( )( )1
4 ; 5 d ; 6 ,

1
t

t t
n n

D ffD t t t t D n z
x x

α
αα β β α α αβ

β α
−

∂Γ +  ∂
= = = ∈ Γ + − ∂ ∂ 

∫  

2.2. 方程(5)的李代数、李对称群及其单参数解 

为得到方程(5)的李对称群和衍生解，我们假设方程(5)的不变群生成元为： 
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( ) ( ) ( ) ( )* * * * *
*, , , , , , , , , , , ,tV x t u u x t u u D x t u u x t u u

x u u
αξ τ η η∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂

            (7) 

其中： *, , ,τ ξ η η 为相应的无穷小量， *u 与 u 互为共轭。 

设单参数的李群变换为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* 2 * 21
1

* 2 * * * * 2
1 1

, , , , , ,
1 1

, , , , , ,

x xt t x t u u O x t u u O

u u x t u u O u u x t u u O

β β

ετ ε εξ ε
β β

εη ε εη ε


= + + = + + Γ + Γ +

 = + + = + +

           (8) 

则不变生成元(7)的分数的二阶延拓为： 

( )2
2

t

t xx

x

pr V V
u u βη η∂ ∂

= + +
∂ ∂

                              (9) 

利用如下不变性条件： 
( )2

0
0pr V

∆=
= ，

22
t xiu u u uβ∆ = + +                            (10) 

我们有： 
2 2 *

0
2 0t xxu u iη η η η

∆=
+ + + =                              (11) 

其中 2,t xD D β 表示全导数。 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 6 4,t xx
t x t x tt x x x t x xt t

D u u u u D D u u u uβ β β β β β βη η ξ τ ξ τ η η ξ τ ξ τ= − − + + = − − + +     (12) 

将 (12) 代入 (11) 中，且令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )* 2 * 4*, , ,
kji m n

t t x t x tu u u u u uβ β⋅  ( 其中 0,1, 2,3, 4i = ； 0,1j = ；

0,1, 2k m= = ； 0,1n = )等项的系数为零，则得到如下的分数阶偏微分方程组： 

( )
( )

* * *
2 2

2 4

2 2 2 22 * 4 2 4

0 2 0

2 0

2 2 0

u x u uu u xu u u

u t t x xu

t x x xu

i i i i

u u i u u u u u u

β β

β β

β β β

ξ ξ τ τ τ η η η ξ

η τ ξ η ξ

η η ξ η η ξ

 = = = = = = = − =
 − − − + =

 + + + − + =

                  (13) 

借助于 Maple 软件编程计算，可得方程组(13)的如下一组解： 

( ) ( )

( )

2

1 2 3 2 1 4

* *
1 2 1

; 2
1

2 ; 4

xc ic t c c c t c

c u c c u

β

ξ τ
β

η η


= + + = − + Γ +

 = = −

                       (14) 

其中 1 2 3 4, , ,c c c c 是任意常数。 
于是，由解组(14)我们得到方程(5)的不变生成元的一个 4 维的李代数，它的一组基为： 

( )

1 2

2
*

3 *

*
4 *

,

2 2 4
1 2

V V
tx

xV t u u
t ux u

V it t u
tx u

β

β

β β

β

β

β

β

 ∂ ∂
= = ∂∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − Γ + ∂ ∂∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ = + +
∂∂ ∂

                       (15) 

因此，我们有如表 1 所示的 1 2 3 4, , ,V V V V 间的换位子。 
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Table 1. The commutators among 1 2 3 4, , ,V V V V  
表 1. 1 2 3 4, , ,V V V V 间的换位子 

,i jV V    1V  2V  3V  4V  

1V  0 0 ( )
( )*

1 *
2 4

1 x x

x V u u
u u

β
ββ

β
∂ ∂

+ −
Γ + ∂ ∂

 0 

2V  0 0 *
2 *

2 2 4t tV u u
u u
∂ ∂

− + −
∂ ∂

 *
1 2 *tiV V u

u
∂

+ +
∂

 

3V  ( )
( )*

1 *
2 4

1 x x

x V u u
u u

β
ββ

β
∂ ∂

− − +
Γ + ∂ ∂

 *
2 *

2 2 4t tV u u
u u
∂ ∂

− +
∂ ∂

 0 ( ) 22 2
1 t

xit t V u
x u

β β

ββ
  ∂ ∂ − + − −    Γ + ∂ ∂  

 

4V  4
*xu

u
β ∂

−
∂

 *
1 2 *tiV V u

u
∂

− − −
∂

 
( )22 2
1t

xt V u it
u x

β β

ββ
 ∂ ∂ − − + +    ∂ Γ + ∂   

 
0 

 

由于表 1 的换位子表并不完备，故我们只可以由上述生成元得到的单参数不变群衍生出方程(5)的部

分依赖于一个单参数的新解。 
下面，我们先给出由生成元 1 2 3 4, , ,V V V V 得到的单参数不变群： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

* *
1

* *
2

* 2 2 4 *
3

*
4

: , , , , , ,
1 1

: , , , , , ,
1 1

: , , , e , e , e , e e
1 1

: , , , e , e
1 1

i

i

x xf t u u t u u

x xf t u u t u u

x xf t u u t u u x

x xf t u u t

β β

β β

β β
ε ε ε ε ε

β β
ε ε

ε
β β

ε
β β

β β

β β

− − −

   
→ +      Γ + Γ +   

   
→ +      Γ + Γ +   

   
→ +      Γ + Γ +   

 
→  Γ + Γ + 

*, ,u e uε











  
     

               (16) 

现假设 ( ) ( )
, ,

1
xu x t f t
β

β
 

=   Γ + 
是方程(5)的解，则以下的 1 2 3 4, , ,u u u u 都是方程(5)的解： 

( ) ( )1 , ,
1
xu x t f t
β

ε
β

 
= −  Γ + 

                              (17) 

( ) ( )2 , ,
1
xu x t f t
β

ε
β

 
= −  Γ + 

                              (18) 

( ) ( )
22 2

3 , e e , e
1
xu x t f t
β

ε ε ε

β
− − 

=   Γ + 
                           (19) 

( ) ( )4 , e , e
1

i xu x t f t
β

ε ε

β
− − 

=   Γ + 
                             (20) 

连续利用不变群(16)，则可由方程(5)的已知解 ( ) ( )
, ,

1
xu x t f t
β

β
 

=   Γ + 
生成如下新解： 

( ) ( )
2

3 3 4 3 42 2
1 2e e , e

1
i xu f t

β
ε ε ε ε εε ε

β
− − −

  
= − −    Γ +  

                      (21) 

2.3. 空间分数阶非线性 Schrödinger 方程的李对称约化 

在这里，我们将利用 2.2 节中得到的不变生成元(15)和分数阶特征方法[20] [25]，在 5 种情形下分别
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给出方程(5)的李对称约化方程，进而求出方程(5)的群不变解。 

情形 1： 1V
x

β

β
∂

=
∂

 

1V 的分数阶特征方程为： 

( )
d
1 d d
1 0 0

x
t u

β

βΓ +
= =                                  (22) 

由方程(22)可以得到如下不变量： 

( ) ( ), ,t f u x tξ ξ= =                                  (23) 

将不变量(23)代入方程(5)便可得到如下约化方程： 

2 0if f fξ + =                                    (24) 

由于群不变解 ( )f ξ 是一个复函数，故我们假设： 

( ) ( ) ( ) ( )e , 0, 0if K Kψ ξξ ϕ ξ ϕ ξ= ≠ ≠                           (25) 

其中 ( ) ( ),ϕ ξ ψ ξ 是ξ 的实函数。将(25)式代入方程(24)中，可得到如下方程组： 

2 2

0

K
ϕ

ψ ϕ

′ =
 ′ =

                                    (26) 

解方程组(26)得到约化方程(24)的解为： 

( ) 2
eiKf K ξξ = ⋅                                    (27) 

于是，我们得到方程(5)的群不变解为： 

( ) 2
, eiK tu x t K= ， 0K ≠ 为任意常数                            (28) 

情形 2： 2V
t
∂

=
∂

 

2V 的分数阶特征方程为： 

( )
d
1 d d
0 1 0

x
t u

β

βΓ +
= =                                   (29) 

由方程(29)可以得到如下不变量： 

( ) ( ) ( ), ,
1
x f u x t
β

ξ ξ
β

= =
Γ +

                               (30) 

将不变量(30)代入方程(5)便可得到如下的约化方程： 

( ) ( )
21 0

1 1
f f fξ ξ

β β
+ =

Γ + Γ −
                             (31) 

将(25)式代入方程(31)中，可得到如下的方程组： 

( ) ( )2 31 1
0
Kϕ β β ξϕ

ψ

 ′ = Γ + Γ −


′ =
                              (32) 
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解方程组(32)得到约化方程(31)的解为： 

( ) ( ) ( )
1

2 2
2

2 e
1 1

ikKf
K k

ξ
β β ξ

=
Γ + Γ − +

                       (33) 

于是，我们得到方程(5)的群不变解为： 

( ) ( )
( ) ( )

1
2 2

2

2 1
, , 0, e

1 1
ikK

u x t K K K
K x kβ

β
β β
Γ +

= − ≠ = ⋅
Γ − + Γ +



               (34) 

其中 1 2,k k 为任意常数。 

情形 3：
( )

2
*

3 *2 2 4
1 2
xV t u u

t ux u

β β

ββ
∂ ∂ ∂ ∂

= − + −
Γ + ∂ ∂∂ ∂

 

3V 的分数阶特征方程为： 

( )

( )
2

d
1 d d

2 2
1 2

x
t u
t ux

β

β

β

β

Γ +
= =
−

Γ +

                            (35) 

由方程(35)可以得到如下不变量： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 , 4 ,
1 1 2
x xt t f tu x t
β β

ξ ξ
β β

= − − =
Γ + Γ +

                   (36) 

将不变量(36)代入方程(5)可得到如下的约化方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

221 8 16 16 0
1 1 1 2 1

f i i f f fξ
ξ ξ ξ ξ

β β β β
 

− − − + =  Γ + Γ − Γ + Γ + 
          (37) 

将(25)式代入方程(37)中，可得到如下的方程组： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 3

2

16 1 1 2 1 8 1 2 1 1 2

16 1 1 2
1 8 1 2

Kβ β ξϕ β β β β ϕ
ϕ

ξ
β β

ψ
β β ξ

  Γ + Γ + ⋅ Γ + − Γ + + Γ + Γ +    ′ = −



Γ + Γ + ′ = Γ + − Γ + ⋅  

     (38) 

解方程组(38)，我们得到约化方程(37)的解为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )416 1 1 2 1 8 1 2 ln
3

0
ei kn

n
n

f K a k β β β β ξ
ξ ξ

∞ Γ + Γ + Γ + − Γ + ⋅ +

=

 = + 
 
∑                  (39) 

从而得到方程(5)的如下群不变解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )416 1 1 2 1 8 1 2 ln
3

0
, e

4
i kn

n
n

Ku x t a k
t

β β β β ξ
ξ

∞ ⋅ Γ + Γ + Γ + − Γ + ⋅ +

=

 = + 
 
∑                  (40) 

其中： 3 4,k k 为任意常数，且 2 1
3 3

2

0, Ak k
A

≠ ≠ ， 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

1

2
2

256 1 1 2
,

1 8 1

1 1 2 ,

A

A K

β β
β β

β β

Γ + Γ +
=

Γ + − Γ +

= Γ + Γ +

 

( )

1 3
0 3 1 2

1 2 3
2 2

1 1 2 1 3
2 22 2

2 1 2 3 3

,

2

A ka k a
A A k

A A A A ka
A A A k k

= − = −
+

+ −
=

+
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( ) ( )
2 2 2 2 2 4

1 1 2 1 3 2 1 3 1 2 3
1 22

1 2 3

3 3 6 , 2
1

n n
A A A A k A A k A A ka a n

n A A k
+

+ − − −
= ≥

+ +
 

情形 4： *
4 *V it t u

tx u

β

β
∂ ∂ ∂

= + +
∂∂ ∂

 

4V 的分数阶特征方程为： 

( )
d
1 d d

0

x
t u

it t

β

βΓ +
= =                                   (41) 

由方程(41)可以得到如下不变量： 

( ) ( ) ( ), ,
1 2
x it t f tu x t
β

ξ ξ
β

= − =
Γ +

                           (42) 

将不变量(42)代入方程(5)便可得到如下的约化方程： 

( )
22 51 0

1 2
xf t i f t f f

β

ξ ξξ
β

− 
+ + + =  Γ − 

                         (43) 

由于方程(43)中的变量 t 不能用ξ 替换，故我们得不到它的解，因而也就得不到(5)的群不变解。 

情形 5：
( )5 1 1 2 21

xV c V c V
β

β
= +

Γ +
，其中 1 2,c c 为非零常数。 

5V 的分数阶特征方程为： 

( )

( )
1

2

d
1 d d

0
1

x
t u

c xc

β

β

β

β

Γ +
= =

Γ +

                               (44) 

由方程(44)可以得到如下不变量： 

( ) ( ) ( )
2

2 1 1, ,
1 2
xc c t f c u x t

β

ξ ξ
β

= − =
Γ +

                           (45) 

将不变量(45)代入方程(5)可得到如下的约化方程： 

( ) 22 3
1 2 1 0c c ic f f fξ− + =                                (46) 

将(25)式代入方程(46)中，可得到如下的方程组： 

( )
( )

( )

2 3
2

2 2 2
1 1 2

2 2 2 2
2 1

3 2 2
1 1 2

2

c K
c c c

c c K

c c c

ϕϕ

ϕ
ψ


′ = −

−


− ′ = −

，其中 1 1 20c c c≠ ≠且                         (47) 

解方程组(47)，我们得到约化方程(46)的解为： 

( ) ( ) ( )32
5ˆ 4 222 2

52 e
i c k K

f K c k K
ξ

ξ ξ
 

− − 
 = ⋅ − ⋅                         (48) 
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其中
4

2 31 1
1 2

2 2

ˆ,c cc c c c c
c c

= + = ⋅  ， 5k 为任意常数。 

如令 1 2 51, 2, 0c K c k= = = = ，则可得到方程(5)的如下行波解： 

( )
( )( )

( ),
22

25, e
4 1 2

i x tu x t
t x

ψ

β β
−=

− Γ +
， ( )

( )( )32

125,
64 1 2

x t
t x β

ψ
β

=
− Γ +

          (49) 

3. 结论 

本文将李群约化方法应用到空间分数阶非线性 Schrödinger 方程(5)，得到的主要结论如下： 
利用方程(5)的一个已知解，由方程(5)的单参数不变群衍生出方程(5)的单参数的解，它满足(21)；由

方程(5)的不变生成元，通过解方程(5)的约化方程得到了方程(5)的群不变解，例如：(28)、(34)、(40)；在

2.2 节中，我们利用不变生成元 5V 得到了方程(5)的行波解(49)。 
关于李群约化方法应用到其他形式的分数阶非线性 Schrödinger 方程，我们将另文讨论。 
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