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Abstract 
An edge-coloring of a graph G with colors 1,2, , t  is an interval t-coloring, if all colors are used, 
and the colors of edges incident to each vertex of G are distinct and form an interval of integer. A 
graph G is interval colorable if it has an interval t-coloring for some positive integer t. The set of all 
interval colorable graphs is denoted by  . For a graph G ∈ , the least and the greatest val-
ues of t for which G has an interval t -coloring are denoted by ( )w G  and ( )W G , respectively. In 

this paper, we show ( ) ( )w G G=  for any infinite bicyclic graph G ∈ . 
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摘  要 

图G的一个用了颜色1,2, , t 的边着色称为区间t-着色，如果所有t种颜色都被用到，并且关联于G的同一

个顶点的边上的颜色是各不相同的且这些颜色构成了一个连续的整数区间。图G称为是可区间着色的，

如果对某个正整数t，G有一个区间t-着色。所有可区间着色的图构成的集合记作 。对图G ∈ ，使

得G有一个区间t-着色的t的最小值和最大值分别记作 ( )w G 和 ( )W G 。本文中，我们证明了对于无穷双圈
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图G ∈ ，有 ( ) ( )w G G= 。 
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1. 引言 

本文中讨论的图都是有限的，无向的，没有自环和重边的图。 ( )V G 和 ( )E G 分别表示图G 的顶点集

和边集， ( )Gd v 和 ( )GN v 分别表示顶点 ( )v V G∈ 在图G 中的度和邻点集， ( )G 表示图G 的最大度。 
图 G 的一个顶点称为悬挂点，如果它的度等于 1， nC 表示 n 个顶点的圈。设 G 是一个连通图，

( ) ( ) ( ) 1c G E G V G= − + 称为G 的圈数。当 ( ) 2c G = 时，G 是双圈图。图G 的一个真边着色是图G 的一

个边着色使得没有两条相邻边着相同的颜色。图G 的边色数 ( )Gχ′ 是图G 的所有真边着色中所用颜色的

最小数目。如果α 是图G 的一个真边着色，那么顶点 ( )v V G∈ 的谱，记作 ( ),S v α ，是与 v关联的边上的

颜色构成的集合。我们用 ( ),S v α 和 ( ),S v α 分别表示 v的谱的最小颜色和最大颜色。 

图G 的一个用了颜色1, 2, , t 的真边着色称为区间 t-着色，如果所有 t 种颜色都被用到，并且对于任

意的 ( )v V G∈ ，与顶点 v关联的边所着颜色的色值构成一个连续整数区间，即 ( ),S v α 是一个连续整数区

间。图G 称为是可区间着色的，如果对某个正整数 t，G 有一个区间 t-着色。所有可区间着色的图构成的

集合记作  。对图G∈ ，使得G 有一个区间 t-着色的 t 的最小值和最大值分别记作 ( )w G 和 ( )W G 。

显然， ( ) ( ) ( ) ( )G G w G W Gχ′≤ ≤ ≤ 。 
区间着色的概念是由 Asratian 和 Kamalian 在[1]中提出来的。在[1] [2]中，他们证明了如果G∈ ，

那么 ( ) ( )G Gχ′ =  。对正则图来说，这个结论的逆也是成立的。此外，如果G∈ 是一个正则图，那么

( ) ( )w G G=  ，且对任意的 ( ) ( )w G t W G≤ ≤ ，G 有一个区间 t-着色。在[3]中，Kamalian 进一步证明了如

果G∈ 是一个连通图，那么 ( ) ( )2 3W G V G≤ − 。这个上界被 Giaro，Kubale 和 Malafiejski 在[4]中改

进了，他们证明了如果G∈ 并且是一个至少有 3 个顶点的连通图，那么 ( ) ( )2 4W G V G≤ − 。对某些

图类来说， ( )W G 的上界还得到了进一步的改进。其中包括可平面图[5]和至少有 2 2r + 个顶点的 r-正则

图[6]。 
图的亏度，记作 ( )def G ，是指粘在G 上使得它可区间着色的悬挂边的最小数目。显然，G∈ 当

且仅当 ( ) 0def G = 。在[7]中张维娟完全确定了单圈图和双圈图的亏度。参数 ( )w G 和 ( )W G 的确切数值

对少数几类可区间着色的图来说已经完全确定了，其中包括偶圈，树[8]。本文中，我们完全确定了无穷

双圈图G 的下界，并且证明了 ( ) ( )w G G=  。 
本文的框架如下。第二部分，给出了无穷双圈图的下界。第三部分，结论。第四部分，致谢。 

2. 无穷双圈图的区间边着色的下界 

图G 称作是无穷双圈无悬挂图，如果它恰有一个 4 度点其它顶点都是 2 度点，见图 1 所示。在无穷 
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Figure 1. Infinite bicyclic graph without of pendent edge  
图 1. 无穷双圈无悬挂图           

 
双圈无悬挂图G 的顶点上不断添加悬挂边得到的图称作无穷双圈有悬挂图。用符号 表示所有无穷双圈

无悬挂图的集合，用符号  表示所有无穷双圈有悬挂图的集合。用 表示所有无穷双圈图的集合，显然

有 =    。 
引理 2.1 [7]如果图G∈ ，则有 

( )
( )
( )

0,

1,

E G
def G

E G

= 


如果 是偶

如果

数

是奇数
 

引理 2.2。如果G∈ 并且 ( ) 0def G = ，则 ( ) ( )w G G=  。 

证明：设G 的两个圈为 ( )1 10 1 1 0, , , ,n nC v v v v−=  ， ( )2 20 1 1 0, , , ,n nC u u u u−=  ，公共顶点为 0 0x v u= = ，

即 ( ) ( )4d x G= =  。由引理 2.1 知道 ( )E G 是偶数。又因为 ( ) ( ) ( )1 2n nE G E C E C= + ，所以 ( )1nE C 和

( )2nE C 有相同的奇偶性。 

情况 1。 ( )1 1nE C n= 和 ( )2 2nE C n= 都是奇数。 

下面我们给出图G 的一个区间 4-着色 1α 。我们给
1nC 的边集：{ }1 1 10 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nv v v v v v v v− − − 分别着色：

{ }1, 2,1, 2, ,1, 2,3 ，同时给
2nC 的边集: { }2 2 20 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nu u u u u u u u− − − 分别着色：{ }2,3, 2,3, , 2,3, 4 ，就

得到G 的一个区间 4-着色 1α 。 

情况 2。 ( )1 1nE C n= 和 ( )2 2nE C n= 都是偶数。 

下面我们给出图G 的一个区间 4-着色 2α 。我们给
1nC 的边集：{ }1 1 10 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nv v v v v v v v− − − 分别着色：

{ }1, 2,1, 2, ,1, 2 ，同时给
2nC 的边集:{ }2 2 20 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nu u u u u u u u− − − 分别着色：{ }3, 4,3, 4, ,3, 4 ，就得到G

的一个区间 4-着色 2α 。 

由以上讨论我们知道，G 总有区间 4-着色，因此， ( ) 4w G ≤ 。另一方面， ( ) ( ) ( )G G w Gχ′≤ ≤ 。所

以得到 ( ) ( )w G G=  成立。 

用符号 G e+ 表示图G 通过添加一条悬挂边 e得到的图。 
引理 2.3。如果G∈ 并且 ( ) 1def G = ，则 ( ) 0def G e+ = 并且 ( ) ( )w G e G e+ = + 。 

证明：设G 的两个圈为 ( )1 10 1 1 0, , , ,n nC v v v v−=  ， ( )2 20 1 1 0, , , ,n nC u u u u−=  ，公共顶点为 0 0x v u= = ，

即 ( ) ( )4d x G= =  。由 ( ) 1def G = ，由引理 2.1 知道 ( )E G 是奇数。又因为 ( ) ( ) ( )1 2n nE G E C E C= + ，

所以 ( )1nE C 和 ( )2nE C 有不同的奇偶性。不失一般性，令 ( )1 1nE C n= 为奇数,， ( )2 2nE C n= 为偶数。当

添加一条悬挂边 ( ),e u v= ， v是悬挂点。由亏度的定义，得到 ( ) 0def G e+ = 成立。 
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下面我们证明 ( ) ( )w G e G e+ = + 。 

情况 1。 u x= ，此时， ( ) ( ) 5G e d x+ = = 。我们给出图G e+ 的一个区间 5-着色 1α 。我们给
1nC 的

边集：{ }10 1 1 2 1 0, , , nv v v v v v− 分别着色：{ }1, 2,1, 2, ,1, 2,3 ，同时给
2nC 的边集：{ }20 1 1 2 1 0, , , nu u u u u u− 分别

着色：{ }4,5, 4,5, , 4,5 ，给边 e着颜色 2，就得到G e+ 的一个区间 5-着色 1α 。 

情况 2。 ( ) { }
1

\nu V C x∈ ，此时， ( ) ( ) 4G e d x+ = = 。我们给出图G e+ 的一个区间 4-着色 2α 。如

果 { }11 2iu v i n i∈ ≤ ≤ − 且 是奇数 ，我们给
1nC 的边集：{ }0 1 1 2 1, , , i iv v v v v v− 分别着色：{ }1, 2,1, ,1, 2,1 ，同

时给
1nC 的边集： { }1 1 11 1 2 2 1 1 0, , , ,i i i i n n nv v v v v v v v+ + + − − − 分别着色： { }3, 2,3, , 2,3, 2 ，给

2nC 的边集：

{ }2 2 20 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nu u u u u u u u− − − 分别着色：{ }3, 4,3, 4, ,3, 4 ，给边 e着颜色 2，就得到G e+ 的一个区间 4-

着色 2α 。如果 { }11 1iu v i n i∈ ≤ ≤ − 且 是偶数 ，我们给
1nC 的边集： { }0 1 1 2 1, , , i iv v v v v v− 分别着色：

{ }2,3, 2, , 2,3 ，同时给
1nC 的边集：{ }1 1 11 1 2 2 1 1 0, , , ,i i i i n n nv v v v v v v v+ + + − − − 分别着色：{ }1, 2,1, ,1, 2,1 ，给

2nC 的

边集 ：如 果 { }11 1iu v i n i∈ ≤ ≤ − 且 是偶数 ，我 们给
1nC 的边 集： { }0 1 1 2 1, , , i iv v v v v v− 分别 着色 ：

{ }2,3, 2, , 2,3 ，同时给
1nC 的边集：{ }1 1 11 1 2 2 1 1 0, , , ,i i i i n n nv v v v v v v v+ + + − − − 分别着色：{ }1, 2,1, ,1, 2,1 ，给

2nC 的

边集：{ }2 2 20 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nu u u u u u u u− − − 分别着色：{ }3, 4,3, 4, ,3, 4 ，给边 e着颜色 2，就得到G e+ 的一个

区间 4-着色 2α 。分别着色：{ }3, 4,3, 4, ,3, 4 ，给边 e着颜色 2，就得到G e+ 的一个区间 4-着色 2α 。 

情况 3。 ( ) { }
2

\nu V C x∈ ，此时， ( ) ( ) 4G e d x+ = = 。我们给出图G e+ 的一个区间 4-着色 3α 。如

果 { }21 1ju u j n j∈ ≤ ≤ − 且 是奇数 ， 我 们 给
1nC 的 边 集 : { }1 1 10 1 1 2 2 1 1 0, , , ,n n nv v v v v v v v− − − 分 别 着 色 ：

{ }1, 2,1, ,1, 2,3 ，给
2nC 的边集:{ }0 1 1 2 2 1 1, , , ,j j j ju u u u u u u u− − − 分别着色：{ }2,3, 2, , 2,3, 2 ，同时给

2nC 的

边集:{ }2 2 21 1 2 2 1 1 0, , , ,j j j j n n nu u u u u u u u+ + + − − − 分别着色：{ }4,3, 4, , 4,3, 4 ，给边 e着颜色 3，就得到G e+ 的一

个区间 4-着色 3α 。如果 { }21 2ju u j n j∈ ≤ ≤ − 且 是偶数 ，我们给
1nC 的边集：{ }10 1 1 2 1 0, , , nv v v v v v− 分别着

色：{ }1, 2,1, ,1, 2,3 ，给
2nC 的边集{ }0 1 1 2 2 1 1, , , ,j j j ju u u u u u u u− − − 分别着色：{ }2,1, 2, , 2,1 ，同时给

2nC 的

边集：{ }2 2 21 1 2 2 1 1 0, , , ,j j j j n n nu u u u u u u u+ + + − − −… 分别着色：{ }3, 4,3, , 4,3, 4 ，给边 e着颜色 2，就得到G e+ 的

一个区间 4-着色 3α 。 
由以上讨论我们知道， G e+ 总有区间 ( )G e+ -着色，因此， ( ) ( )w G e G e+ ≤ + 。另一方面，

( ) ( ) ( )G e G e w G eχ′+ ≤ + ≤ + 。我们得到： ( ) ( )w G e G e+ = + 成立。 

引理 2.4。设 H ∈ ，则 ( ) ( )w H H=  。 
证 明 ： 首 先 H 是 由 某 个 G∈ 通 过 不 断 加 悬 挂 边 得 到 的 图 。 其 中 G 的 两 个 圈 为

( )1 10 1 1 0, , , ,n nC v v v v−=  ， ( )2 20 1 1 0, , , ,n nC u u u u−=  ，公共顶点为 0 0x v u= = 。因此 H 有悬挂边 ( ),e v u∗ = ，

其中 u 为悬挂点。由引理 2.2 知道如果 ( ) 0def G = ，则 G 有区间 ( )G -着色α ，由引理 2.3 知道如果

( ) 1def G = ，则 ( ) 0def G e+ = 并且G e+ 也存在区间 ( )G e+ -着色。 

以下我们利用归纳法给 H 一个区间着色 β 。设 \H e G∗ = ，分别讨论以下几种情形。 
如果 1n 和 2n 都是奇数， 
当 v x= 时，令 

( )
( ) ( )

5,
,

e e
e

e e E G
β

α

∗ == 
∈

如果

如果
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此时， β 是一个区间 5-着色。 
当 , 0iv v i= ≠ 时，令 

( )

( )
( )
( )

( ) ( )

2, , 4
4 1, , 3
3, , 2

,

i

i

i

e e S v
e e S v

e
e e S v

e e E G

α
α

β
α

α

∗

∗

∗

 = =


= == 
= =

 ∈

如果 并且

或者 如果 并且

如果 并且

如果

 

此时， β 是一个区间 4-着色。 
当 , 0jv u j= ≠ 时，令 

( )

( )
( )
( )

( ) ( )

2, , 4

4 1, , 3

3, , 2

,

j

j

j

e e S u

e e S u
e

e e S u

e e E G

α

α
β

α

α

∗

∗

∗

 = =

 = == 
 = =


∈

如果 并且

或者 如果 并且

如果 并且

如果

 

此时， β 是一个区间 4-着色。总之， β 是 H 的一个区间 ( )H -着色。 
如果 1n 和 2n 都是偶数，用类似的方法也可以得到 H 的一个区间 ( )H -着色，不妨也记作 β 。 
如果 1n 和 2n 的奇偶性不同，则由引理 2.3，图 ( )H G e+ 也存在区间 ( )H -着色，不妨也记作 β 。 
现在假设无穷双圈图 \H e∗含有真子图G ，按归纳假设 \H e∗ 有区间着色 β ，且它的区间边色数为

( ) ( )\ \w H e H e∗ ∗=  。以下要利用 β 构造 H 的一个区间 ( )H -着色γ 。我们考虑以下情形： 

如果 ( ),e v u∗ = 的端点 v是 H 的最大度点，即 ( ) ( )Hd v H=  。此时， ( ) ( )\
1

H e
d v H∗ = −

 

于是可取 γ 如下： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

, , 1
1, , ,

H e e S v H
e e e S v H

e e e

β
γ β

β

∗

∗

∗

 = = −


= = =
 ≠

 



, 如果

如果

, 如果

 

此时， γ 显然是 H 的一个区间 ( )H -着色。 
如果 ( ),e v u∗ = 的端点 v不是 H 的最大度点，即 ( ) ( )Hd v H<  。此时 ( ) ( )\H H e∗=  ，则我们可取 γ

如下： 

( ) ( )
( )

, 1,
,

S v e e
e

e e e
β

γ
β

∗

∗

 + == 
≠

如果

如果
 

由于 ( ) ( )\H H e∗=  ， β 是一个 ( )H -连续着色，故 γ 也是。由以上讨论， ( ) ( )w H H≤  。另一方

面，总有 ( ) ( ) ( )H H w Hχ′≤ ≤ 。于是结论成立，证毕。 

由引理 2.2，2.3，2.4 直接得到下面的结果。 

3. 结论 

设G∈ ， 
(i) 如果G∈ 且 ( )E G 为奇数，那么G∉ 且 ( ) 1def G = 。 

(ii)否则G∈ 且 ( ) ( )w G G=  。 
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