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Abstract 
In this paper, firstly, on the basis of research progress of water eutrophication in subtropical re-
servoirs, the distributed delay is introduced to characterize time delay phenomenon of aquatic 
ecosystem in the process of algae population growth dynamic modeling, an algae population 
growth dynamic model under the restriction of total phosphorus has been structured. Secondly, 
some theoretical analysis on the ecological model have been investigated to establish some judg-
ment criterions for the asymptotic stability of the boundary equilibrium points and define some 
critical parameter threshold conditions which can ensure that the ecological model has these spe-
cific dynamical states. Finally, these studies can provide certain theoretical basis for the further 
prediction of the nutrient dynamic evolution trend and the dominant algae population growth 
dynamic law in Wujiayuan reservoir. 
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摘  要 

基于亚热带水库水体富营养化研究进程，本论文在动态建模过程中引入分布时滞来刻画水域生态系统中

的时间延迟现象，构建了一类总磷限制下的藻类种群生长动态模型，对所建生态模型进行了一定的理论

分析，建立了该生态模型边界平衡点渐近稳定的判断准则，明确了该生态模型具有这些特定动力学性态

的一些关键参数阈值条件，这些研究工作为进一步预测吴家园水库营养盐动态演化趋势和揭示水域优势

藻类种群生长动态规律提供了一定的理论基础。 
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1. 引言 

最近几十年里，我国众多水库正处于富营养化过程中，水库富营养化问题已对人类生存环境及饮用

水安全构成了严重威胁，并制约了社会、经济及环境的可持续发展。随着现代经济的高速发展和人口数

量剧增导致了水库水体中的营养盐不断增加，超过了水库本身的自净能力，造成水库藻类大量繁殖，引

起藻类水华频繁爆发，形成藻类水华现象。因此，随着世界经济的快速发展，水体富营养化引起的藻类

水华问题已成为一个日趋严重的全球性问题之一[1] [2] [3]。 
藻类水华形成过程是在一定的营养、气候、水文条件和生态环境下藻类种群过度繁殖和聚集的过程，

是水体生态环境因子如 TN、TP、温度、光照、pH、流速、风力、溶解氧等综合动态过程[4]。在最近几

十年里，国内外学者分析和明确了影响藻类动态生长的关键因子，例如光照、温度、营养盐、pH 值和流

速等。论文[5]选择光照强度、温度和营养物作为限制因素研究了藻类生长规律，建立了镜泊湖藻类生长

动态新模型，探析了此类因子与藻类种群动态生长的定量关系。论文[6]研究了光照强度、温度和营养盐

对滇池铜绿微囊藻生长的影响规律，研究结果表明滇池中磷是限制藻类动态生长的主要因子，控制滇池

富营养化应以控制磷为主。论文[7]主要研究了温度、光照强度和硝酸盐对藻类种群生长的影响规律，研

究发现拟柱孢藻对温度、光照强度和氮源均有较宽的生态位，有利于在较大空间尺度上进行扩散。论文

[8]研究了温度和光照对单细胞绿藻 1102 的影响特性，结果显示温度和光照对单细胞绿藻生长具有交互作

用。论文[9]研究了温度、光照和磷酸盐脉冲输入对藻类种群生长的交互影响机制，证实了温度、光照和

脉冲对藻类种群生长存在交互影响机制。论文[10]揭示了营养盐磷含量及不同温度对铜绿微囊藻生长的动

态影响机制，研究结果较好地说明洋河水库铜绿微囊藻种群从早春到晚秋持续发生的原因。论文[11]研究

了光照和磷的交互作用对两种淡水藻类生长的影响，研究结果显示光照和磷的交互作用对铜绿微囊藻的

生长影响明显。论文[12]研究了光照和温度对藻类生长的影响规律，研究结果从藻类种群繁殖能力角度探

索了光照强度和光照周期及其温度对藻类生长的影响特性及规律。论文[13]研究了光和营养盐如何影响浮

游植物的大面积生长繁殖，研究结果揭示了藻类种群生长比率的大小严重依赖于光和营养盐的供给情况。

论文[14]研究了氮，磷，铁和硅等因素对 5 种海洋底栖硅藻生长动态的影响情况，研究揭示了氮，磷，铁
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和硅等因素对硅藻生长比率的影响特性，5 种硅藻可以再 2~6 天内到达最大生长比率。论文[15]主要研究

了光照和营养盐在不同情况下对亚热带水域浮游植物生长动态的影响机制，结果显示不同程度的光照强

度和不同比率的营养盐对浮游植物的生长动态演化有着不同程度的影响特性，且它们之间存在一定的协

同交互影响机制。Lv 等人[16]研究了氮磷、温度等因素对亚热带浅水湖泊浮游植物空间组成和生物量的

影响规律，结果揭示温度和总氮是影响浮游植物生长的关键因素。综上所述，藻类种群生长动态过程是

多种因素动态协同交互作用过程，影响其过程的主要因素是：1) 水体中丰富的 N、P 营养物质，BOD 及

其他微量元素；2) 适宜的温度和光照；3) 适宜的水文地理条件如缓慢的水流等。 

2. 动态建模 

吴家园水库位于温州苍南县藻溪镇吴家园村，是苍南县第二大饮用水水库，每年平均为 60 万人民群

众提供清洁水源 3300 万方，但是 2014 年 9 月 9 日爆发大规模藻类水华，一眼望去是绿油油的一片，被

迫停止供水。此外吴家园水库在 2012 年 10 月和 2014 年 8 月也发生过不同程度的藻类水华现象。显而易

见，温州地区饮用水水库富营养化问题还是比较严峻得，严重制约了当地经济的发展与周边城镇人口饮

水安全。因此，水体富营养化和藻类水华预警预测及控制已成为当前迫切解决的问题之一。 
众所周知，底泥磷的释放在维持藻类种群长期生长及其藻类水华爆发过程中具有举足轻重的作用。

一般来说，当总磷浓度高于一个临界值 L 时，底泥将吸收磷；当总磷浓度低于这个临界值 L 时，底泥将

释放磷。为了数学刻画这类动态机制，可以用数学函数 ( ) 2
1 2 3f x p x p x p= − + 来表示底泥的释放与吸收机

制，其中 1 2 3, ,p p p 都是常数， [ ]max0,x M∈ ， ( ) [ ]1 2,f x L L∈ − ，且 maxM 表示吴家园水库常年监测到的藻

类种群最大生物量。同时，函数 ( )f x 具有一个重要特征：如果 ( )0 x t L< < ，则有 ( )f x 具有正的递减性，

如果 ( )maxM x t L≥ ≥ ，则有 ( )f x 具有负的递减性。这个性质导致 ( )f x 具有一个特性就是当一类藻类种

群数量达到一定范围内，这类藻类种群将持续增加并最终成为主导藻类种群。 
同时，时滞动力系统能够更好地描述水体富营养化过程中的延迟现象，特别是水体富营养化过程中

的生态系统内部结构、驱动因素和交互过程中的时间延迟性。根据水域生态学所知，藻类种群吸收营养

盐并转化为自身生长的营养物质需要一定时间段，进而会有一定的时间延迟现象。为了在动态建模过程

中显示时间延迟的影响作用，在动态建模过程中将引入时滞效应，因此所建总磷限制下的藻类种群生长

动态模型如下： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

2
2 0

1

d
d

d 1
d

d 1
h

x t ax t y t
r I x t f x t sx t

t b x t

y t y t k aex t
r y t y t s K s my t

t y t k b x t


= − + − − +


 − = + − −   − + 

∫
                (1) 

其中 ( ) ( ),x t y t 分别代表在时间 t 刻总磷的浓度(mg/L)和藻类种群的生物量(ug/L)， 1r 代表稀释率， I 代表

外界输入水库的磷的浓度，s 代表磷的沉积速率， 2r 代表藻类种群来自其它营养源的平均增长率，a 代表

藻类种群对磷的吸收率，b 表示半饱和常数，e表示磷营养转化为藻类种群生长能量的转化率， ( )1 1 2k k k<

代表吴家园水库水域营养提供的藻类种群最大环境容纳量， 2k 代表吴家园水库资源的最大环境容纳量， 

m 代表藻类种群平均死亡率。同时 ( )K s 表示区间 [ ]0, h 上的有界函数，
( )dK s

s
可以用来表示在时间 [ ]0, h  

之间的藻类种群生长动态扩散率。现在假设时滞效应发生在种群动态交互作用过程中，也就是说藻类种

群不可能直接吸收总磷营养盐后，就可以转化为维持自身生长的能量，而是需要一段时间 [ ]0, h 。此外，

模型(1)的初始条件满足： 
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( ) ( )
( ) ( )

[ ]1

2

0
, 0

0

x t
h

y t

ϕ θ
θ

ϕ θ

= ≥  ∈ −
= ≥ 

, 

其中{ } [ ]( ) ( ){ }2 2
1 2, , 0 , , , 0, 0C h R R x y x yϕ ϕ + +∈ − = ≥ ≥ 。  

在生态建模过程中，我们引入了分布时滞项来刻画水域生态系统过程中的一类时间延迟现象，并假

设藻类种群生长严重依赖营养盐-总磷的限制，进而研究如何通过控制总磷的浓度来预防与控制藻类种群

快速繁殖。 

3. 理论分析 

为了合理地推导出总磷营养盐与藻类种群生长动态的互动作用机制，将对所建动态模型(1)进行相关

稳定性分析。藻类水华控制的实质问题就是尽可能地保持水库水域藻类种群的浓度偏低，尽可能等于零

更好，但是这是不可能实现。然而借助生态数学模型可以理论上获得一些参数限制条件，保证藻类种群

是灭绝的，也就是生态模型(1)的藻类种群不存在的边界平衡点是稳定的。如果生态模型(1)的所有解在边

界平衡点处是趋于稳定，那么藻类种群即将面临灭绝。若藻类种群最终走向灭绝，则 ( ) 0y t = ，得到： 

( ) 2
1 1 2 3 0r I x p x p x p sx− + − + − =  

1)：若 [ ] [ ]2
1 2 1 1 34r p s p r I p+ + = + ，则生态模型(1)存在一个边界平衡点 ( )0 0 , 0E x ，其中 

1 2
0

12
r p sx

p
+ +

= . 

2)：若 [ ] [ ]2
1 2 1 1 34r p s p r I p+ + > + ，则生态模型(1)存在两个平衡点 ( )1 1, 0E x 和 ( )2 2 , 0E x ，其中 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 1 2

1
1

4
2

r p s r p s p r I p
x

p
+ + + + + − +

=  

和 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 1 2

2
1

4
2

r p s r p s p r I p
x

p
+ + − + + − +

= . 

在 ( ) max0 x t M< ≤ 范围内，下面将推导出这些边界平衡点稳定的关键阈值条件，这些理论条件是进

一步推导出藻类种群走向灭绝的关键判断准则。 
定理 2.1. 平衡点 ( )0 0 , 0E x 是一个局部渐近稳定的当且仅当 1 0A < 和 2 0A < 。 
证明：为了研究平衡点 ( )0 0 , 0E x 的稳定性，构建一类 Lyapunov-Krasovskii 函数，表示如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0
3 d d

h t

t s
V t x t x y t y t ae K s y τ τ

−
 = − + + +  ∫ ∫  

沿着生态模型(1)的轨迹对 ( )V t 求导得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

2 2
0 0

d d d d d
2 2 2 4

d d d d d

3 d 3 d
h h

V t x t y t x t y t
x t x x t x y t y t

t t t t t

ae K s y t ae y t h K s

= − + − + +

+ − −∫ ∫
 

因此，可得 



于恒国 等 
 

 
229 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 22 1
1 2 1 max 0 00

2
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5 d
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V t r kaer p s p M x K s x t x m y t
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ae K s y t y t x t x
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  ≤ − + + − + − − + −     
 

+ − − − − + + − 
 

+ − −
+

∫

∫

 

如果 ( ) 0 0x t x− > ，则 

( ) ( ) ( )T
1

d
d

V t
t A t

t
ξ ξ≤ , 

其中 ( ) ( )( ) ( )( )0 ,t x t x y tξ = − ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 2 1 max 0 1 2 1 max 00

2
1

2 1 2 1
1 2 1 max 0 0

2 2

2 d
2

4 5 d

h

h

r kaer p s p M x K s m r p s p M x
k

A
r k r km r p s p M x m ae K s
k k

  − + + − + − − − − − + +    =   
− − − − + + − +  

   

∫

∫
. 

如果 ( ) 0 0x t x− < ，则 

( ) ( ) ( )T
2

d
d

V t
t A t

t
ξ ξ≤ , 

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 ,t x t x y tξ = − ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 2 1 max 0 1 2 1 max 00

2
2

2 1 2 1
1 2 1 max 0 0

2 2

2 d
2

4 5 d

h

h

r kaer p s p M x K s m a r p s p M x
k

A
r k r km a r p s p M x m ae K s
k k

  − + + − + − − − − − − + +    =   
− − − − − + + − +  

   

∫

∫
 

因此，当满足条件 1 0A < 和 2 0A < 时，平衡点 ( )0 0 , 0E x 是渐近稳定的。 
基于上述相似的分析过程，可以得到下面两个定理，因为证明过程，所以不再给出证明过程。 
定理 3.2 平衡点 ( )1 1, 0E x 是局部渐近稳定的当且仅当 3 0A < 和 4 0A < 。 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 2 1 max 1 1 2 1 max 10

2
3

2 1 2 1
1 2 1 max 1 0

2 2

2 d
2

4 5 d

h
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A
r k r km r p s p M x m ae K s
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  − + + − + − − − − − + +    =   
− − − − + + − +  

   

∫

∫
, 

和 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 2 1 max 1 1 2 1 max 10

2
4

2 1 2 1
1 2 1 max 1 0

2 2

2 d
2

4 5 d

h

h

r kaer p s p M x K s m a r p s p M x
k

A
r k r km a r p s p M x m ae K s
k k

  − + + − + − − − − − − + +    =   
− − − − − + + − +  

   

∫

∫
. 

定理 3.3. 平衡点 ( )2 2 , 0E x 是局部渐近稳定的当且仅当 5 0A < 和 6 0A < 。 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1 2 1 max 2 1 2 1 max 20

2
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2 1 2 1
1 2 1 max 2 0

2 2

2 d
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A
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− − − − + + − +  

   

∫

∫
, 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 2 1 max 2 1 2 1 max 20

2
6

2 1 2 1
1 2 1 max 2 0

2 2

2 d
2

4 5 d

h

h

r kaer p s p M x K s m a r p s p M x
k

A
r k r km a r p s p M x m ae K s
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  − + + − + − − − − − − + +    =   
− − − − − + + − +  

   

∫

∫
. 

基础上述理论分析，能够得到维持边界平衡点稳定的一些关键参数的阈值表达式,而这些表达式能为

下一步数值模拟提供一定的理论基础。 

4. 结论 

基于亚热带水库水域富营养化情况与吴家园水库水质监测情况，在动态建模过程中引入分布时滞项，

建立了一类总磷限制下的藻类种群生长动态模型，对所建生态模型进行了一定的理论分析，研究了该生

态模型边界平衡点的渐近稳定性，明确了该生态模型具有这些特定动力学性态的阈值条件，这些研究工

作为进一步预测吴家园水库营养盐动态演化趋势和揭示水域优势藻类种群生长动态规律提供了一定的理

论基础。 
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