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Abstract 
The ground states of rotating two-component Bose-Einstein condensates (BEC) at extremely low 
temperature are solutions of time-independent coupled Gross-Pitaevskii equations. To compute 
the ground states, we propose an efficient numerical method—gradient flows with discrete nor-
malization. In linear cases and under properly chosen initial data, we can prove that the gradient 
flows converge into the ground state which has the lowest energy. We show that the method is 
quite efficient and apply the method to study complicated vortex structure in the ground state so-
lutions of rotating two-component BEC at extremely low temperature. 
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摘  要 

静态相耦合的Gross-Pitaevskii方程组的解描述了双原子的玻色爱因斯坦凝聚体在极低温度下的基态现
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象。我们提出一种十分有效的数值方法——梯度法来求解此基态解。我们提出的梯度法在数值上既保持

总模量守恒又能使总能量递减；我们严格地证明我们提出的梯度法是一种获得能量函数在给定限制性条

件下的最小值(也即基态解)的十分有效的方法。我们通过大量的例子来显示该方法的优点并且应用该方

法去研究处于旋转状态下的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体在极低温度下所呈现的复杂涡旋现象。 
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耦合的Gross-Pitaevskii方程组，旋转状态下的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体，梯度法 
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1. 引言 

自从在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的实验中发现涡旋现象后[1]-[6]，人们就对旋转状态下的双原子–

玻色爱因斯坦凝聚体所具有的一种新的现象——涡旋现象产生了浓厚的兴趣。根据平均场近似理论，静

态且相耦合的 Gross-Pitaevskii (GP)方程组被用来描述旋转中的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态现象

[7] [8] [9] [10] [11]。事实上，许多关于无旋转的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态现象[12] [13] [14] 
[15]，如自然对称现象的破裂[16]、中心对称的涡旋[17] [18] [19] [20]以及稳定的 skyrmions [21]等揭示了

许多实验现象，并解释了许多实验难以解决的问题。 
最近我们在文[22]中研究了旋转中的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态现象，但是我们并没有考虑

由外部力场引起的 Josephson 耦合力。在 Josephson 耦合力作用下的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态

现象会不同于没有 Josephson 耦合力作用的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态现象。对于这一问题，就

我们所知，只有较少人研究过。我们撰写本文的主要目的是研究在 Josephson 耦合力作用下的双原子–玻

色爱因斯坦凝聚体的基态现象。该基态现象可以用静态且相耦合的 GP 方程组来描述。为此，我们首先

提出一种十分有效的数值方法——梯度法来求解耦合的静态 GP 方程组。我们提出的梯度法在数值上既保

持总模量守恒又能使总能量递减，从而保证用该方法求得能量函数在给定限制性条件下的最小值。我们

严格地证明我们提出的梯度法是一种获得能量函数在给定限制性条件下的最小值的十分有效的方法。 
本篇论文是按照如下方式组织的。在第二节中我们将介绍用来描述双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的

相耦合的 GP 方程组、如何把它们化为无量纲形式的方程组以及如何把三维方程组简化为二维方程组。

在第三节中我们详细地讨论如何用梯度法求得相耦合的 GP 方程组的数值解，我们给出详细的算法并在

数学上严格地证明我们提出的方法的有效性。在第四节中我们利用提出的数值方法研究旋转中的双原子–

玻色爱因斯坦凝聚体在极低温度下所呈现的涡旋现象。在最后一节，也就是第五节，我们将探讨得到我

们的结论以及我们提出的新方法可能用到的领域。 

2. 动态相耦合的 GP 方程组 

我们考虑处于旋转状态下的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体(比如铷 87 原子及其同位素)。用来描述该

双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的数学模型便是以下相耦合的 GP 方程组[23] 

( )
2

2 221
1 11 1 12 2 1 22 z Ri V x L g g

t m
ψ

ψ ψ ψ ω ψ
 ∂

= − ∇ + − Ω + + − ∂  



                    (2.1) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2017.69144
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


刘荣华 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2017.69144 1189 应用数学进展 
 

( )
2

2 222
2 21 1 22 2 2 12 z Ri V x L g g

t m
ψ

ψ ψ ψ ω ψ
 ∂

= − ∇ + − Ω + + − ∂  



                    (2.2) 

这里 ( ) ( )( )3, , 1, 2 , ,j j t j x y z Rψ ψ= = = ∈x x 是描述双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的两个玻动函数。

m 是 87Rb 原子的质量，调和磁势井函数 ( )( )1,2jV x j = 用 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 2
, , ,2j x j j y j j z j j

mV x x x y y z zω ω ω= − + − + −  

来表示。 ( ), ,j x y zα α = 是α轴在上磁势井的中心。角动量转动项为 ( )z y xL i x yΩ = − Ω ∂ − ∂ 。双原子内部

以及双原子之间的键力分别用 ( )24π 1,2jj jjg a m j= = 和 ( )24π 1, 2jl jlg a m j l= ≠ = 来表示。方程组(2.1) 
(2.2)中的最后一项表示由外部力场引起的 Josephson 耦合力，并且这里的 Rω 是 Rabi 频率。该相耦合的

GP 方程组(2.1)~(2.2)保持系统的全部粒子数 

( ) ( )
3

2 2
1 2 1 2

1
: , , dj

j R

N N x t N Nψ ψ ψ
=

= = = +∑ ∫ x                           (2.3) 

不变。这里 ( )
3

2
, dj j

R

N x t xψ= ∫ 是双原子之一的粒子数， 1 2N N N= + 是玻色爱因斯坦双原子总粒子数。

该相耦合的 GP 方程组(2.1)~(2.2)也保持系统的能量 

( ) ( )
( )

3

3

22 2 2 22 2
1 2 1 1 2 2

1

2 1 1 2

1, d
2 2

d

j j j j z j j j j
jR

R
R

E V L g g
m

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ω ψ ψ ψ ψ

=

 
= ∇ + −Ω + + 

 

− +

∑∫

∫

x

x





 

不变。 

2.1. 无量纲形式的 GP 方程组 

GP方程组(2.1)~(2.2)不大方便直接用于数值模拟。如果我们引入： 

,1xt tω= , 
0a

=
xx , ( ) ( )

3 2
0, ,j j

a
t t

N
ψ ψ=x x

  , 
,1xω

Ω
Ω = , 0

,1x

a
mω

=


， 

,1

R

x

ω
λ

ω
= 和

0

j
j a

α
α =  ( , ,x y zα = )。                             (2.4) 

事实上这里我们取 ,11 xω 和 0a 分别作为时间及长度的无量纲单位。把参数(2.4)代入方程组(2.1)~(2.2)

中，并且在方程组(2.1)~(2.2)的两边都乘以
( )1 22

,1 0

1

xm Naω
。如果我们再去掉所有的~，则我们可以得到以

下的三维的无量纲形式的GP方程组： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

2, 2,
1

1, , , , 1, 2
2j z j jl l j k

l
i t L V t t j

t
ψ β ψ ψ λψ

=

∂  = − ∇ −Ω + + ∑ − = ∂  
x x x x            (2.5) 

并且 
2k = ，当 1j = ； 1k = 当 2j = ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 2
, , ,

1
2j x j j y j j z j jV x x y y z zγ γ γ= − + − + −x ， 

,
,

,1

x j
x j

x

ω
γ

ω
= ，

,
,

,1

y j
y j

x

ω
γ

ω
= ，

,
,

,1

z j
z j

x

ω
γ

ω
=                               (2.6) 
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3
00 ,1

4π
, , 1, 2jl jl

jl
x

g N a N
j l

aa
β

ω
= = =



。 

系统每个粒子的能量成为 

( ) ( ) ( )
3

2

1 2 , 1 2 1 2 1 2
1

, , dj
j R

E E xβ βψ ψ ψ ψ λ ψ ψ ψ ψ
=

= − +∑ ∫                         (2.7) 

这里 

1 , 2max j l jlβ β≤ ≤=  

( )

( )
3

3

2 22 2 22
1 2

1 1

1 2 1 2

1 1, d
2 2

d

j j j j z j jl l j
l lR

R

E V Lβ ψ ψ ψ ψ ψ ψ β ψ ψ

λ ψ ψ ψ ψ

= =

 = ∇ + −Ω +  

− +

∑ ∑∫

∫

x

x
 

2.2. 二维的方程组 

方程组(2.5)也可近似地变为二维形式的方程组。在磁势井是圆盘形式时，我们可假设 

( ) ( ) ( ), , , , ,j j hox y z t x y t zψ ψ ψ→ ，这里的 ( )
( )2,1 4

, 2
1 4 e
π

z j jz z
z j

ho z
γγ

ψ
−

−
= 。将之代入方程组(2.5)，我们可把偶合

的GP方程组(2.5)转化成一个二维的无量纲形式的GP方程组。 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

2, 2,
1

1, , ,
2j z j jl l j k

l
i t L V t t

t
ψ β ψ ψ λψ

=

∂  = − ∇ −Ω + + − ∂  
∑x x x x  

这里 2k = ，当 1j = ； 1k = ，当 2j = 。 ( ) ( ) ( )( )2 22 2
2, , ,

12
j

j x j j y j j

m
V x x x y y

m
γ γ= − + − 。 

总之，我们将讨论以下无量纲形式且相耦合的 GP 方程组， 

( ) ( ) ( )
2 22

, ,
1

1, ,
2j z d j d jl l j k

i
i x t L V x x t

t
ψ β ϕ ψ λψ

=

∂  = − ∇ −Ω + + − ∂  
∑                  (2.9) 

这里 2d = 或者 3， 3, ji jlβ β= ， ( ) ( )3, j jV x V x= 。 

2.3. GP 方程组(2.9)的一些性质 

为方便起见，本节我们将讨论GP方程组(2.9)的一些解析性质。 
当 0λ ≠ 时，(2.9)式中两个重要的守恒量。一个是总模量 

( ) ( )
2 2

1 2
1

, , d 1, 0, 1,2d jR
j

N N x t x t jψ ψ ψ
=

≡ = = ≥ =∑∫                       (2.10) 

守恒；另一个是总能量 

( ) ( ) ( )
2

1 2 , 1 2 1 2 2 1
1

, , d
d d j

j
E E E xβ βϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ

=

≡ = − +∑ ∫                      (2.11) 

守恒，这里 

,1 , 2
maxd d jlj l

β β
≤ ≤

= ， 

( ) ( )
22 2 22

, 1 2 , ,
1

1 1, d
2 2dd j j d j j d jl l j j z jR

l
E V x L xβ ϕ ϕ ϕ ϕ β ϕ ϕ ϕ ϕ

=

 = ∇ + + −Ω  
∑∫ 。 
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3. 静态相耦合的 GP 方程组 

为了寻求(2.9)式的一种静态解(它们通常被用来描述旋转中的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的平衡

态现象)，为此，我们引入 

( ) ( ), e , 1, 2i t
j jx t x jµψ φ−= =                                  (3.1) 

这里 µ 是这两种粒子之间的化学势能， jφ 是与时间无关的函数。函数 ( ) ( )1,2j x jφ = 被用来描述旋

转中的双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的平衡态现象。 
将(3.1)带入(2.9)式得到以下只与 ( )j xφ 有关且与时间无关的 GP 方程组 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

1 ,1 ,1 1 2
1`

1
2 d d l l z

l
x V x L x xµφ β φ φ λφ

=

 = − ∇ + + −Ω − 
 

∑                    (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

2 ,2 ,2 2 1
1`

1
2 d d l l z

l
x V x L x xµφ β φ φ λφ

=

 = − ∇ + + −Ω − 
 

∑                    (3.3) 

当对这两部分进行标准化时，我们需要总模量 

( )
2 2

1
d 1d jR

j
x xφ

=

=∑∫                                     (3.4) 

我们知道化学势能 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 ,
, 1

1, d
2 dd d jl j lR

j l
E x x xβµ φ φ β φ φ

=

= + ∑∫                          (3.5) 

并且，双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的能量可以表示为： 

( ) ( ) ( )
2

1 2 , 1 2 1 2 2 1
1

, , d
d d j

j
E E xβ βφ φ φ φ λ φ φ φ φ

=

= − +∑ ∫                          (3.6) 

函数 ( ) ( )1,2j x jφ = 所满足的静态相耦合的 GP 方程组(3.2)~(3.4)实际是一个带有约束条件的非线性

特征函数与特征值问题。静态相耦合的 GP 方程组(3.2)~(3.4)有许多解， 
人们最关心的是下面的基态解。 

3.1. 基态解的定义 

旋转中的双原子玻色爱因斯坦凝聚体的基态解 ( ) ( ) ( )( ),1 ,2,g g gx x xφ φΦ = 实际上是能量函数 

( )1 2,
d

Eβ φ φ 在限制条件(3.4)下的取得最小值时对应的函数，也就是 

(A)找到 ( )( ),1 ,2, ,g g g g Uµ φ φΦ = ∈ 使得 

( ) ( )1 2min ,
d dg U

E Eβ β φ φ
Φ∈

Φ = ， 

( ) ( ) ( )
2 2 2

,1 ,2 , , ,
, 1

1, d
2 ddg g g d jl g j g lR

j l
E x x xβµ φ φ β φ φ

=

= + ∑∫ ， 

这里的U 定义为： 

( ) ( ) ( ){ }2
1 2 1 2, | , , d 1, 1,2dd jR

U E x x jβφ φ φ φ φ= Φ = < ∞ = =∫ 。 

我们可以证明 ( ) ( ) ( )( ),1 ,2,g g gx x xφ φΦ = 满足： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22

,1 ,1 ,1 , ,1 ,2
1

1
2g d d l g l z g g

l
x V x L x xµφ β φ φ λφ

=

 = − ∇ + + −Ω − 
 

∑  
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( ) ( ) ( ) ( )
2 22

,2 ,2 ,2 , ,2 ,1
1

1
2g d d l g l z g g

l
x V x L x xµφ β φ φ λφ

=

 = − ∇ + + −Ω − 
 

∑  

且 ( )
2 2

,
1

d 1d g jR
j

x xφ
=

=∑∫ 。 

很明显，静态相耦合的 GP 方程组(3.2)~(3.4)有许多解，基态解只是其中一类我们最关心的解。在物

理学上，通常把 GP 方程组(3.2)~(3.4)除基态解以外的其它解称为激发态解，这是因为这些解所对应的能

量比基态解所对应的能量 ( ),1 ,2,
d g gEβ φ φ 高。 

3.2. 求基态解的数值方法 

我们首先构建连续的梯度流 
2 221

1 ,1 1 ,1 1 1 2 1
1

1
2 d d l l z

l
V L

t
φ

φ φ β φ φ φ λφ µ φΦ
=

∂
= ∇ − − +Ω + +

∂ ∑                       (3.7) 

2 222
2 ,2 2 ,2 2 2 1 2

1

1
2 d d l l z

l
V L

t
φ

φ φ β φ φ φ λφ µ φΦ
=

∂
= ∇ − − +Ω + +

∂ ∑                      (3.8) 

( ), 0, , 1, 2j j x t x jφ φ= = ∈Γ =                                 (3.9) 

( ) ( ) ( )
2 2

,0 ,0
1

,0 , , d 1
x

j j x j
j

x x x x xφ φ φ
Ω

=

= ∈Ω =∑∫                         (3.10) 

这里 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 ,
, 1

1,
2 dd d jl j lR

j l
E x x dxβµ φ φ β φ φΦ

=

= + ∑∫                       (3.11) 

并且 xΩ 是 dR 中的一个有界区域。 xΓ = ∂Ω 。 
对于连续的梯度流(3.7)~(3.10)，我们有下面的定理， 
定理 3.1：在临界条件(3.9)和初始条件(3.10)下，连续的梯度流(3.7)~(3.8)满足 

(1) ( ) ( )
2 22 2

1 1
, d ,0 d 1

x x
j j

j j
x t x x xφ φ

Ω Ω
= =

= =∑ ∑∫ ∫                         (3.12) 

(2) ( ) ( )( )1 2, , , 0
d

E x t x t
t β φ φ∂

≤
∂

                                    (3.13) 

这个定理的证明虽然很长但证法很简单，这里我们将省略，不再陈述。 
从定理 3.1 我们可以知道连续的梯度流(3.7)~(3.10)可保持总模量守恒和能量递减的性质。并且，当

t →∞时，我们可得到 1φ 和 2φ 接近于稳定状态时的解，这时的能量函数 ( ) ( )( )1 2, , ,
d

E x t x tβ φ φ 在 U 空间上

处于能量最低的状态。如果我们能为方程(3.9)引入一个合适的初始条件 ( ) ( )( )1,0 2,0,x xφ φ ，就可以找到方

程组(3.7)~(3.10)的稳态解，也就找到了问题(A)的基态解： 

( ) ( ) ( ),, , , 1, 2j g jx t x t jφ φ→ →∞ = 。 

其次，从时间 nt n t= ∆ 到 ( )1 1nt n t+ = + ∆ ，我们希望求得方程组(3.7)~(3.10)的数值解，为了避免每步

计算化学势能，我们取而代之考虑下面的离散梯度流： 

( )
2 221

,1 ,1 1 2 1
1

1 , ,
2 d d l l z n n

j
V L x t t t t

t
φ

β φ φ λφ +
=

 ∂
= ∇ − − +Ω + ≤ ≤ ∂  

∑                   (3.14) 

( )
2 2221

,2 ,2 2 1 1
1

1 , ,
2 d d l l z n n

j
V L x t t t t

t
φ

β φ φ λφ +
=

 ∂
= ∇ − − +Ω + ≤ ≤ ∂  

∑                  (3.15) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1 1 2 2

1 1 2 1

,
, ,

, ,

j n
j n j n

n n

x t
x t x t

x t x t

φ
φ φ

φ φ

−
++

+ +
− −
+ +

= =
+

                      (3.16) 

( )1, 0, , 1, 2j nx t x jφ + = ∈Γ =                                 (3.17) 

( ) ( ),0,0 ,j j xx x xφ φ= ∈Ω                                 (3.18) 

从离散梯度流(3.14)~(3.16)，我们发现他们在能量减少时的某种条件下的性质。 
我们令 

( )
( )

12

,
( , ) , , 0, 1, 2

,
j

j n n

j

x t
x t t t t n j

x t

φ
φ

φ
+= ≤ ≤ ≥ =                          (3.19) 

代入到梯度流(3.14)~(3.16)，很容易建立以下基本事实： 

引理 3.1：假设 ( ), ,0, 0 , 1, 2d j d ijV i jβ≥ ≥ = ，且
2

,0 1jφ = ，那么 

(i) 对于所有的 t′和 t 有 1n nt t t t +′≤ ≤ ≤ ，我们有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , ,
d d

E x t x t E x t x tβ βφ φ φ φ′ ′≤ 。 

(ii) 如果 ( ), 0 , 1, 2d ij i jβ = = ，那么 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , , ,
d d n nE x t x t E x t x tβ βφ φ φ φ≤                            (3.20) 

证明： 
(i) 

( ) ( )( ) ( )
2

1 2
1,2

, , , 2 , d 0
d

d
j

jR

E x t x t x t x
t tβ φ φ φ

=

∂ ∂
= − ≤

∂ ∂∑∫  

这就证明了(i)中的结果。 
(ii) 这个证明可以仿照[24]中的相关证明。这里，具体证明省略 
从引理3.1，我们可直接得到： 

定理3.2：设
2 2

1
1j

j
φ

=

=∑ ，如果 ( ), 0 , 1, 2d ij i jβ = = ，梯度流(3.14)~(3.16)满足 

(1) 
22

1 1jj φ
=

=∑ ； 

(2) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

1 1 2 1 1 2

1 2 1,0 2,0

, , , , , ,

,0 , ,0 , , 0
d d

d d

n n n nE x t x t E x t x t

E x x E n
β β

β β

φ φ φ φ

φ φ φ φ
+ + ≤

≤ ≤ = ≥

                       (3.21) 

事实上，方程中的标准化步骤(3.16)等同于准确地求解下面普通的常微分方程组 

( ) ( ) ( ) 1, , , , , , 0j d
j n nx t t k x t x R t t t n

t
φ

µ φΦ +

∂
= ∈ < < ≥

∂
。                    (3.22) 

( ) ( )1, , , , 1, 2d
j n j nx t x t x R jφ φ+ −

+= ∈ =                              (3.23) 

这里 nk t= ∆ 并且 

( ) ( ) ( ) 22
1 1 11

1, , ln , ,
2n n j n n nj

n

t k t t x t t t t
t

µ µ φ −
Φ Φ + + +=

 ≡ ∆ = − < < 
∆  ∑                  (3.24) 

因此，梯度流(3.14)~(3.16)可以看作作为下面离散带有间断系数的梯度流的一种一阶分裂法 
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( ) ( )
2 221

1 ,1 1 ,1 1 1 2 1
1

1 ,
2 d d l l z

l
V x L t k

t
φ

φ φ β φ φ φ λφ µ φΦ
=

∂
= ∇ − − +Ω + +

∂ ∑                  (3.25) 

( ) ( )
2 222

2 ,2 1 ,2 2 2 1 2
1

1 ,
2 d d l l z

l
V x L t k

t
φ

φ φ β φ φ φ λφ µ φΦ
=

∂
= ∇ − − +Ω + +

∂ ∑                 (3.26) 

对于上面的梯度流(3.25)，让 0k → 并且注意到 ( )1,j nx tφ −
+  (方程(3.23)的右边)在 1n n nt t t+ = + ∆ 时是方

程(3.23)的求解，我们得到 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )

2 2

2 12

1 2 20 0 01

1

1 2 1 2
2 2 20

1

d ,
d1lim , lim ln , lim

2 2 ,

, , , ,
lim

, ,

n

n n

n

j
j t

j n
k t tin

j n
j

j
n n

t
j n j

j

x t

t k x t
t x t t

x t t x t t

x t t x t

τ

φ τ
τ

µ φ
φ

µ φ φ µ φ φ

φ φ

+ + +

+

= =∆−
Φ +

→ ∆ → ∆ →=

=

Φ

∆ →

=

 
+ 

  = = = − ∆   − + ∆

+ ∆ + ∆
= = =

+ ∆

∑
∑

∑

∑

        (3.27) 

这里 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 1 2 ,
, 1

1, , d
2 dd d jl j lR

j l
E x x xβµ φ φ φ φ β φ φ

=

= + ∑∫                      (3.28) 

在下一小节里，我们给出离散梯度流(3.14)~(3.16)的一种差分格式。 

离散梯度流(3.14)~(3.16)的一种差分格式 
我们这里仅仅只考虑二维情形，三维情形的差分格式是类似的。假设我们计算的区域为 [ ] [ ], ,a b c d× 。

我们选择时间步长 0k > 以及空间步长 0xh > 和 0yh > 。并且 ( )xh b a M= − 和 ( )yh d c N= −  (这里 M 和

N 均是偶的正整数)。空间上以及时间上的网格点分别为 ,p qx y 以及 nt ： 

: , 0,1, , , , 0,1, , , , 0,1,p x q y nx a ph p M y c qh q N t nk n= + = = + = = =    

设 ,
n
j pqφ 表示函数 ( ), ,j x y tφ 在点 ( ), ,p q nx y t 处的近似值( 1,2j = )。利用有限差分法，我们可得到下面的

一种离散梯度流(3.14)~(3.16)的差分格式： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1, 1,
1, 1,1, 1 1, 1 1, 1 1, 12 2

2 2

2,1 1, 2,11 1, 2,12 2, 2,

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1
2,

1 12 2
2 2

,

2 2

n
pq pq

pq pqp q p q p q p q
x y

n n
p q pq pq pq pq

p q p q p q p q n
q p pq

x y

k h h

V x y

i y i x
h h

φ φ
φ φ φ φ φ φ

φ β φ β φ φ

φ φ φ φ
λφ

+ − + −

+ − + −

−
   = − + + − +   

− − +

− −
+ Ω − Ω +



     

 

   

             (3.29) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2, 2,
2, 2,2, 1 2, 1 2, 1 2, 12 2

2 2

2,2 2, 2,21 1, 2,22 2, 2,

2, 1 2, 1 2, 1 2, 1
1,

1 12 2
2 2

,

2 2

n
pq pq

pq pqp q p q p q p q
x y

n n
p q pq pq pq pq

p q p q p q p q n
q p pq

x y

k h h

V x y

i y i x
h h

φ φ
φ φ φ φ φ φ

φ β λφ β λφ φ

φ φ φ φ
λφ

+ − + −

+ − + −

−
   = − + + − +   

− − +

− −
+ Ω − Ω +



     

 

   

            (3.30) 

上述方程组(3.29)~(3.30)对所有的 1, , 1, 1, , 1p M q N= − = −  ，都成立。 
并且 
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,0 , , 0 , 0, 0, , , 0, ,j q j Mq j p j pN p M q Nφ φ φ φ= = = = = =   

  ， 

,1
, 2 2

1 2

, 0,1, , ; 0,1, , , 0,1,j pqn
j pq p M q N n

φ
φ

φ φ

+ = = = =
+



  

 

， 

( )0
, ,0 , , 0,1, , ; 0, ,j pq j p qx y p M q Nφ φ= = =  ， 

这里的 ( )
2

1, 2j jφ = 的定义为
1 12 2

,
1 1

M N

j x y j pq
p q

h hφ φ
− −

= =

= ∑ ∑ 。 

4. 数值实验结果 

在本节的数值计算中，我们应用差分格式(3.29)~(3.30)来计算二维情形的基态解。因为当前成功的双

原子–玻色爱因斯坦凝聚体实验主要考虑 87Rb 及它的同位素[25]和 23Na 及它的同位素[3]，所以在我们的

数值计算中，我们仅仅考虑 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 2,1 2,2

1, , ,
2

m m V x y V x y x y= = = + 。 

关于相互作用的参数，我们也仅仅主要考虑下面三种情形 

情形 I： ( )2,11 2,11
2

2,21 2,22

1.0
0

1.0
β β δ

β δ
β β δ
   

= × >       
， 

情形 II： 2,11 2,11
2

2,21 2,22

1.03 1.0
1.0 0.97

β β
β

β β
   

= ×       
， 

情形 III： 2,11 2,11
2

2,21 2,22

1.0 0.94
0.94 0.97

β β
β

β β
   

= ×       
。 

其中情形 II 与情形 III 分别对应相应实验中的参数。在情形 I 中，两种原子内部以及两种原子之间均有

相同的相互作用力；在情形 II 中，两种原子之间有相同的相互作用力，但是两种原子内部没有相同的相互

作用力；在情形 III 中，两种原子之间有相同的相互作用力，但是两种原子内部没有相同的相互作用力。 
 

 

Figure 1. Case I, 2 1000β = , 0.7δ = , 
0.2λ = , 0.7Ω =  

图 1. 情形 I， 2 1000β = ， 0.7δ = ， 0.2λ = ，

0.7Ω =  
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在图 1 中，N 与 E 分别代表总模量与能量，它们是总模量(2.10)与能量(2.11)的数值近似。从图 1 中

的结果，我们可以看出：我们的数值方法差分格式(3.29)~(3.30)在数值上能保证总模量守恒，且能量递减。 
从图 2 中的结果，我们可以看出：(1) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，当两原子都含有数

量较多的涡旋时且 1δ < ，它们分别形成涡旋网格；(2) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，一种

原子的涡旋与另一种原子的涡旋镶嵌在一起；(3) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，随着Ω 的

增大，两种原子所含的涡旋数量也增大。 
从图 3 中的结果，我们可以看出：(1) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，当两原子都含有数

量较多的涡旋时且 1δ > ，它们分别形成带状的涡旋；(2) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，一

种原子的涡旋与另一种原子的涡旋镶嵌在一起；(3) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，随着Ω的

增大，两种原子所含的涡旋数量也增大。 
从图 4 中的结果，我们可以看出：(1) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，两原子都含有数量

较多的涡旋，一种原子的涡旋与另一种原子的涡旋镶嵌在一起；(2) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基

态中，随着Ω的增大，两种原子所含的涡旋数量也增大。 
从图 5 中的结果，我们可以也看出：(1) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，两原子都含有数

量较多的涡旋，一种原子的涡旋与另一种原子的涡旋镶嵌在一起。 
在图 6 中，我们有较大的 Josephson 耦合力作用。从图 6 中的结果，我们可以也看出：(1) 在双

原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，两原子都含有数量较多的涡旋；(2) 在双原子–玻色爱因斯坦

凝聚体的基态中，一种原子的涡旋不是另一种原子的涡旋镶嵌在一起，而是它们都含有相同数量及

同样形态的涡旋；(3) 在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体的基态中，随着Ω的增大，两种原子所含的涡

旋数量也增大。 
 

 

Figure 2. Case I, 2 1000β = , 0.7δ = , 0.2λ =  
图 2. 情形 I， 2 1000β = ， 0.7δ = ， 0.2λ =  
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Figure 3. Case I, 2 1000β = , 1.1δ = , 0.2λ =  
图 3. 情形 I， 2 1000β = ， 1.1δ = ， 0.2λ =  

 

 

Figure 4. Case II, 2 1000β = , 0.2λ =  
图 4. 情形 II， 2 1000β = ， 0.2λ =  
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Figure 5. Case III, 2 1000β = , 0.2λ =  
图 5. 情形 III， 2 1000β = ， 0.2λ =  

 

 

Figure 6. Case III, 2 1000β = , 2λ =  
图 6. 情形 III， 2 1000β = ， 2λ =  
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5. 结论 

我们提出了一种梯度法来求解静态相耦合的 GP 方程组，并且应用该方法去研究旋转中的双原子–

玻色爱因斯坦凝聚体在极低温度下所呈现的基态现象。我们提出的梯度法在数值上既保持总模量守恒又

能使总能量递减。我们在数学上我们严格地证明我们提出的梯度法是一种获得能量函数在给定限制性条

件下的最小值的十分有效的方法。在基态现象中，如果在双原子–玻色爱因斯坦凝聚体添加了 Josephson
耦合力后，我们发现复杂的涡旋结构。将来我们要做的工作是将我们新提出的梯度法应用到三维情形，

因为它更有利于模拟双原子–玻色爱因斯坦凝聚体在极低温度下所呈现的基态现象，特别是涡旋现象的

结构。 
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