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Abstract 
In a given social network G, we study the problems of iterative pricing a product to consumers. We 
hope to maximize the revenue for seller. The value of product is determined by two factors: Con-
sumer’s intrinsic value and the variable externalities. The consumer’s intrinsic value is fixed and 
the variable externality is negative or positive. In complete information network, we find that it is 
NP-hard to find an optimal iterative pricing. This paper gives the optimal strategies and revenues 
for the star network. We also proved that single pricing works well with 2-approximation for it. 
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摘  要 

本文主要研究商品的定价问题，在给定的社会网络图G中，我们希望商家的收益最大化。商品的总价值

取决于两个因素： 该商品对于消费者的固有价值； 不断变化的外部性影响。在图G中，商品的固定

价值以及外部性影响都是给定的，其中外部影响包括负外部性影响和正外部性影响，在这样的完全信息

网络中，我们得出：找到最优的交互式定价策略是NP-难的。在星状网络图中，我们给出了最优的定价

方案以及最大收益，并且证明了，通过单一定价能得到近似比为2的定价策略。 
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1. 引言 

对于社会网络重要性及其外部性的研究最早出现在经济领域。1984 年 Farrellhe 和 Saloner 在[1]一文

中提到，在非完全信息网络中，可以通过外部性影响做出改革，从而找到更好的协调机制，替代原来的

商品定价标准；1985 年，Katz 和 Shapiro 在[2]中进一步阐明了消费正外部性的存在，从而使得对商品的

外部性有了更明确的定位。至此，外部性商品定价问题开始引起大家的注意。2008 年，Hartline 和 Mirrokni
在[3]中首次从网络定价方面探讨商品扩散问题。他们发现：在允许区别定价的条件下，对于“目光短浅”

的消费者，通过网络的正外部性影响及压榨式的定价方式，能够在全信息的社会网络中找到近似的最优

营销策略(定价方案)。2010 年，Akhlaghpour，Ghodsi 和 Haghpanah 在[4]中首次介绍了正外部性商品的交

互式定价，并构建了两个交互式定价模型。2011 年，Chen, Lu, Sun, Tang, Wang 和 Zhu 在[5]中讨论研究

了非完全信息社会网络中，正外部性商品如何运用营销策略使得商家的利益最大化。2011 年，

Bhattacharya，Kulkarni，Munagala and Xu 在[6]中证明了即使在树状网络图中，找到最优均衡依然是 NP
难的。2013 年，Alon，Mansour，和 Tenneholtz [7]研究了区别定价造成消费者不公平心理所带来的负外

部性。2014 年和 2017 年，Cao，Chen，Hu and Wang [8] [9]证明了找到最优定价的问题是 NP 难的，并且

给出一些近似算法，对负外部性商品的定价进行了非常深入的研究。 
本文主要是在[9]的基础上重新构建 IPE (Iterative Pricing with Externalities)商品定价模型，进一步研究

双重外部性影响下的商品定价问题。这里，我们同时考虑网络中的正负外部性。负外部性是指相关的消

费者间，购买行为会降低未购买消费者对该商品的价值预估，正外部性影响则相反，会增加未购买消费

者对该商品的价值预估。我们希望能找到定价策略，使得商家的收益达到最大化。 
在第二节我们给出了 IPE 模型的介绍。在第三节我们证明了对 IPE 问题找到最优定价是 NP 难的，

并且在星状网络图中给出了最优的交互式定价方案以及最大收益。在第四节我们证明了在星状网络图中，

通过单一定价能得到近似比为 2 的定价策略。 

2. 模型介绍 

社会网络图 ( ),G V E 是一个简单图，V 是表示所有节点(消费者)的集合， ( )E G 是表示所有消费者关

联的边集合，其中消费者间的相互影响力(外部性影响力)用边的权重表示，并做如下规定：对 ,i jv v V∀ ∈ ，

记权函数为 V V
ijw ×∈Ζ ，当且仅当 ij E∉ 时， 0ij jiw w= = ；默认相互间的影响力相同，即 ij jiw w= ；若 ,i jv v

之间的外部性影响是正的，则 0ij jiw w= < ，且 ( )ije E G−∈ ；反之，则 0ij jiw w= > ，且 ( )ije E G+∈ ，记

( ) ( ) ( )E G E G E G− += ∪ ，我们用 β 表示 ( )E G+ 在 ( )E G 所占比例，即
( )
( )

E G

E G
β

+

= 。 

对任意消费者 iv V∈ ，及任意消费者群体 S V∈ ，消费者 iv 在群体 S 中受到的外部性影响等于 iv 与 S

中所有关联边的权重之和，记为 ( )i ijj Sw S w
∈

= ∑ 。若图 G 不计权重，则 { }1,0,1 V Vw ×= − 。 
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另外，消费者 ( )i iv v V∈ 的商品固有价值，我们记为 ( ) ( )( ),i i Rγ γ ∈ 。在定价的过程中，消费者根据 t

时刻的定价决定是否购买该产品，我们规定：每一次定价后未购买该商品的消费者群体Q V∈ ，那么对

任意消费者 iv ，此刻该商品的总价值等于固有价值与外部性影响之和，即 ( ) ( )ii w Qγ + ，在给定的图G 中，

所有消费者的商品总价值都不小于 0，也就是说，对于 ( )iv V G∀ ∈ ， ( ) ( ) 0ii w Vγ + ≥ 。 

显然，初始值Q V= ，IPE 模型如下进行： 
 交互式定价：商家按时公布价格，在一个时间序列下给出对应的价格序列； 
 消费者是冲动的：当商品的定价低于消费者的预估价值，消费者第一时间会购买； 
 商家是贪婪的：当该商品对消费者的总价值增加时，商家随时会涨价； 
 同步购买：新的定价一经公布，所有消费者会第一时间做出选择，购买或放弃； 

给定时间序列 ( )1,2, ,T τ=  ，对应价格序列 ( )1 2, , ,P p p pτ=  ， t 时刻的定价记 tp ，对任意的

{ }1,2, ,t τ∈  ，我们定义 ( )tB p 为 t 时刻以 tp 价格购买该商品所有消费者群体， ( )( )tR B p 是通过第 t 轮销

售商家所获得的收益， ( )R P 是在价格序列 ( )1 2, , ,P p p pτ=  的定价下商家所获得的收益，即

( ) ( )
1

t t
t

R P p B p
τ

=

= ⋅∑ 。在单一定价时， ( )1P p= ，我们通常用 ( )R P 表示 ( )1R p 。为了方便起见，我们也

用 P 表示价格的集合{ }1 2, , ,p p pτ ，用标号 ip 表示价格序列 P 中一项。 

值得注意的是，Q 中的消费者若在 t 时刻未消费，可能会在 ( )t t t′ ′ > 时刻以更高的价格购入该商品。

直到所有消费者都购入，商家停止定价，此时Q = ∅。 
通常，我们用 ( )*R P 表示最佳收益，在不赋权且内在价值统一为 a 的情况下，我们也会用 ( )OPTa G 来

表示最佳收益。 
所谓 IPE 问题就是找到一个定价序列 ( )1 2, , ,P p p pτ=  使得 ( )R P 达到最大值，其中序列长度τ ，以

及每一序列项 1 2, , ,p p pτ 都是可确定的。当 β 取到 0 时，只考虑正外部性影响；当取到 1 时，只考虑负

外部性影响，即是 IPN 问题。 

3. 交互式定价 

定理 1 [8] 对于 IPN 问题，计算出最优定价序列不仅在一般网络图上是 NP 难的，即使是在不带权且

内在价值都为 a 的树状网络图中也不例外。 
事实上，IPN 问题是 IPE 问题在 1β = 时的一种特殊情况，显然 IPE 问题也是 NP 难的。所以我们有

下面的推论。 
推论 2 对于 IPE 问题，计算出最优定价序列不仅在一般网络图上是 NP 难的，即使是在不带权且内

在价值都为 a 的树状网络图中也不例外。■ 
本节讨论在不带权且内在价值都为 a 的星状网络图中，我们如何通过多次定价使得收益最大化。 
定理 3 图 ( ),S V E 是以 s 为中心点的不带权星状网络图中，若 ( )i aγ = ，点集 { }/L V s= ，且 L n= ，

那么 ( ) ( )maxOPT 1 1a S a n nβ= + + + 。  
证明：如图 1，令 1 2,L L L⊆ ，满足对 1iv L∀ ∈ ， ( ) 1iw V = ，对 2jv L∀ ∈ ， ( ) 1jw V = − 。已知 ( )i aγ = ，

易得：对 1iv L∀ ∈ ， ( ) ( ) 1ii w V aγ + = + ，对 2jv L∀ ∈ ， ( ) ( ) 1jj w V aγ + = − ，且对中心点 s ，满足

( ) ( ) 1 2ss w V a L Lγ + = + − 。根据定义可知， { }2 1max 1,a L L≥ − ，下面依据 1 2L L− 的大小进行分类讨

论，其中 1 2 3, ,P P P 分别表示不同的定价方案。 

情形 1 1 21 L L n< − ≤  

这种情况下， ( ) ( ) 1ss w V aγ + > + ，其中 1a ≥ 。此时我们需要讨论三种方案： 
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Figure 1. A star network with externalities 
图 1. 具有外部性的星状网络图  

 
 1P 方案： 1 1 2p a L L= + − ， 2p a= ； ( )1 1B p = ， ( )2B p n= ； ( ) ( )1 1 21R P a n L L= + + − ； 

 2P 方案： 1 1p a= + ， 2p a= ； ( )1 1 1B p L= + ， ( )2 2B p L= ； ( ) ( )2 11 1R P a n L= + + + ；  

 3P 方案： 1 1p a= − ， ( ) ( )( )3 1 1R P a n= − + ； 

故 2P 是最佳方案，可获得收益 ( ) 11 1a n L+ + + 。 

情形 2 1 2 1L L− =  
这种情况下， ( ) ( ) 1ss w V aγ + = + ，其中 1a ≥ ，根据情形 1 的讨论易得：对于情形 2，只用考虑情形

1 的后两种方案，显然最佳方案还是 2P ，可获得收益 ( ) 11 1a n L+ + + 。 

情形 3 1 2 0L L− =  
这种情况下， ( ) ( )ss w V aγ + = ，其中 1a ≥ 。此时我们需要讨论三种方案： 

 1P 方案： 1 1p a= + ， 2 1p a= − ， 3p a= ； ( )1 1B p L= ， ( )2 2B p L= ， ( )3 1B p = ， 

( ) ( )1 1 21R P a n L L= + + − ； 

 2P 方案： 1p a= ， 2p a= ； ( )1 1 1B p L= + ， ( )2 2B p L= ， ( ) ( )2 1R P a n= + ； 

 3P 方案： 1 1p a= − ， ( ) ( )( )3 1 1R P a n= − + ； 

故 1P ， 2P 是最佳方案，可获得收益 ( ) ( )1 21 1a n L L a n+ + − = + ； 

情形 4 1 2 1L L− = −  
这种情况下，有 ( ) ( ) 1ss w V aγ + = − ，其中 1a ≥ ，根据情形 3 的讨论易得：对于情形 4，只用考虑情

形 1 的 1P ， 3P 方案，显然最佳方案是 1P ，可获得收益 ( )1 1a n + − ； 

情形 5 1 2 1n L L− ≤ − < −  
这种情况下， ( ) ( ) 1ss w V aγ + < − ，其中 2 1a L L≥ − 。此时我们需要讨论三种方案： 

 1P 方案： 1 1p a= + ， 2 1p a= − ， 3p a= 。 ( )1 1B p L= ， ( )2 2B p L= ， ( )3 1B p = ， 

( ) ( )1 1 21R P a n L L= + + − ； 

 2P 方案： 1 1p a= − ， 2p a= 。 ( )1 1 2B p L L= + ， ( )2 1B p = ， ( ) ( )2 1R P a n n= + − ； 

 3P 方案： 1 1 2p a L L= + − ， ( ) ( )( )3 1 2 1R P a L L n= + − + ； 

故 1P 是最佳方案，可获得收益 ( ) 1 21a n L L+ + − 。 

综上所述，当 1 2 1L L− ≥ ，商家的最大收益是 ( ) 11 1a n L+ + + ；当 1 2 1L L− < ，商家的最大收益可

以达到 ( ) 1 21a n L L+ + − 。由定义可知， 1L Lβ= ，由此可得 

( ) ( ) ( )1maxOPT 1 1 1 1a S a n L a n nβ= + + + = + + + .      ■ 

4. 单一定价 

定理 3 中我们已经证明了，对于星状网络图，通过多次定价能达到最优值，同时也给出了相应的最

s

L2

L1

https://doi.org/10.12677/aam.2018.72023


徐汇成 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.72023 193 应用数学进展 
 

大收益。事实上，很多时候商家销售某商品都是进行统一固定的定价，很自然地，我们会思考：在单一

定价下，商家是否依然能够获得比较好的收益呢？本节我们将证明，在星状网络图中，运用单一定价也

能得到好的近似。 
引理 4 [8] 在不带权且不含孤立点的森林状网络图上，若每个点的固定价值相等，则能获得最大收益

的单一定价是对 IPN 问题的 1.5-近似的解决方案。 
定理 5 在不带权的星状网络图上，若每个点的固定价值都为 a ，则存在近似比为 2 的单一定价策略

用以解决 IPE 问题。 
证明 图 ( ),S V E 是不带权的星状网络图， ( )1 1V n n= + ≥ ，且每个点的固定价值都为 ( )0a a ≥ ，只

要取 1p a= − 或 1p a= + ，那么得到的收益一定大于 ( ) ( )1 2 OPTa G⋅ 。 

当 2V = 时，结论是平凡的。下面考虑 2V > 。 
当 0β = 时， a n≥ ，令 1 1p a= − ，则 ( ) ( )1R P a n= − ，由定理 3 可知，最大收益 

( ) ( ) ( )1 2OPT 1 1a S a n L L a n n= + + − = + − ，故 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

OPT 1 1 31
1 1 1 2

a S a n n a n a a
R P a n a n a n

+ − − +
= = = + ≤

− − −
 

当 1β = 时，根据引理 4 可知，能找到近似比为 3/2 的单一定价策略，令 1 1p a= + ，则 

( ) ( )( )1 1R P a n= + + ，由定理 3 可知， ( ) ( ) ( )( ) ( )1OPT 1 1 1 1a S a n L a n R P= + + + = + + = 。 

下面考虑 0β ≠ 且 1β ≠ 时，令 1 1p a= + ， 2 1p a= − ，则 ( ) ( ) ( ){ }1 2max ,R P R p R p= 。 

若 1a = ，则 1 2 1L L− ≥ − ，根据定理 3，当 1 2 1L L− ≥ 时，能获得的最大收益是 

( ) 1 11 1 2a n L n L+ + + = + + ，令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1 2 1R P R p a L L= = + ⋅ + = + ，则 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 11 2

1 1 1

2OPT 2 31
22 1 2 1 2 1

a L L LS n L L
R P L L L

+ + ++ +
≤ = = + ≤

+ + +
. 

当 1 20 1L L≤ − ≤ 时， ( ) 1 2OPT 1a S n L L= + + − ，令 ( ) ( )1 12R P R p L= = ，则
( )

( )
OPT 1 31

1 2
a S

R P n
≤ + ≤

−
. 

若 1a > ，我们分 4 种情形进行讨论。 
情形 1 1 2L L>  

则 ( ) ( ) 1OPT 1 1a S a n L= + + + ，
1 1
2

β< < ，令 ( ) ( )1R P R p= ，有 

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

1

1

OPT 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 11 1

a S a n L a n n a n a
R P a n a n aa L

β β
β β β

+ + + + + + + + +
= = = < ≤

+ + + + ++ +
. 

情形 2 1 2L L=  
则 ( ) ( )OPT 1a S a n= + ，若 ( ) ( )1R P R p= ，那么 3a ≤ ，因此 ( ) ( )OPT 2a S R P≤ ；若 ( ) ( )2R P R p= ， 

那么 3a > ， ( ) ( )OPT 2 0a S R P a− = − < 。 

情形 3 1 2 1L L= −  
则 ( ) ( )OPT 1 1a S a n= + − ，当 3n = ，令 ( ) ( )2R P R p= ，则 ( ) ( )OPT 2a S R P≤ ，当 3n > 时，令 

( ) ( )1R P R p= 或 ( ) ( )2R P R p= ，都满足 ( ) ( )OPT 2a S R P≤ 。 

情形 4 1 2 1L L< −  

则 ( ) ( ) 1 2OPT 1a S a n L L= + + − ，且 3n > ， 1 2a L L> − ，若 ( ) ( )1R P R p= ，那么
1
1

a
a

β −
≥

+
，因此
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( ) ( )OPT 2a S R P≤ ，若 ( ) ( )2R P R p= ，依然满足 ( ) ( )OPT 2a S R P≤ 。 

综上所述， ( ) ( )OPT 2a S R P≤ 。                                         ■ 
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