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Abstract 
A numerical inversion algorithm is proposed based on the variational adjoint method for solving 
the backward problem and inverse source problem in the diffusion equation. With the help of the 
adjoint problem, a variational identity connecting the known data with the unknown is derived 
with which a linear system for the unknown is set forth by suitably choosing the solution of the 
adjoint equation. Numerical solutions to the inverse problems are obtained by solving the linear 
system with Tikhonov regularization, and numerical examples are presented to demonstrate the 
effectiveness of the inversion algorithm. 
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摘  要 

对于扩散方程的逆时问题与确定时间–空间依赖源项的反问题，提出一种基于变分伴随方法的数值反演

算法。借助正问题的伴随问题,构建联系已知数据与未知量的变分恒等式，通过适当选择伴随方程的解进

而得到关于未知量的线性方程组，结合正则化方法，获得了反问题的数值解。几个算例结果表明了这种

方法的有效性。 
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1. 引言 

上世纪 70 年代以来，扩散方程/热传导方程的系数反问题一直是数学物理反问题研究的热点，主要

包括反演解的条件适定性分析、数值求解及其应用研究。对于反问题的条件适定性，证明存在性的方法

主要是利用不动点原理，证明惟一性与构建条件稳定性的方法主要是利用调和分析、极值原理、Carleman
估计以及变分伴随等方法(见[1] [2] [3] [4]等)。另一方面，对于反问题的数值求解研究，一般是基于最优

化理论与正则化方法构建稳定的数值迭代方法(见专著[5] [6] [7] [8] [9]等)。反演算法实施中要多次迭代求

解正问题,因而计算量相对较大、计算成本高。 
对于热传导方程/扩散方程系数反演问题的研究，Cannon [10]与 Beck [11]均有开创性的工作。最近，

刘进贤教授提出了不需要反复求解正问题的 Trefftz 型反演方法(见[12] [13] [14]等)。这类方法对于线性热

传导方程的确定初始函数、边值函数或源项系数的参数反演问题，基于边界–区域积分方程和 Green 公

式，利用附加数据和相容性条件，通过选取试验函数得到一类带辅助参数的线性方程组，进而应用梯度

类算法获得反问题的数值解。 
本文考虑扩散方程的逆时问题与源项反问题的数值反演。应用变分伴随方法，建立联系已知数据函

数与未知量的变分恒等式。通过适当选择伴随方程的解获得变分恒等式的离散形式，进而结合 Tikhonov
正则化实现有效的数值反演。文中主要内容的安排是：第 2 节给出文中讨论的正问题与参数反演问题，

第 3 节构建一个联系已知与未知的变分恒等式，并提出相应的反演算法，第 4 节给出几个数值算例，验

证反演算法的有效性，最后一节给出结论。 

2. 正问题与反问题 

2.1. 正问题 

设 ( )1,2,3dR dΩ⊂ = 是带有 (分片 )光滑边界的有界开区域。对于 0T > ，记 ( )0,T TΩ =Ω× ，

[ ]0,T TΓ = Γ× ，Γ为Ω的边界。考虑线性扩散方程： 

( ) ( ), , , ,t Tu D u f x t x t− ∆ = ∈Ω                                (2.1) 
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其中 ( ),u x t 表示空间点 x 处与时刻 t 时的状态分布， 0D > 是扩散系数， ( ),f x t 表示源/汇项。给定初边

值条件给定为 

( ) ( )0,0 ,u x u x x= ∈Ω                                  (2.2) 

及 

( ) ( )( , ) , , , Tu x t g x t x t= ∈Γ                                (2.3) 

如果正问题(2.1)~(2.3)中的模型参数与初边值函数都是已知的且属于适当的函数空间，则正问题是适

定的且在 TΩ 上存在唯一解。有关正问题适定性的论断可参见标准的偏微分方程教材，本文主要讨论两个

基于(2.1)~(2.3)的反问题的数值反演。 

2.2. 逆时问题与源项反问题 

假设正问题模型中的边值函数与源项都是已知的，则逆时问题是给定某个 0T > 时刻的终值观测数据，

确定初始分布函数 ( ) ( )0,0 ,u x u x x= ∈Ω。换言之，给定附加条件， 

( ) ( ), ,Tu x T u x x= ∈Ω                                  (2.4) 

逆时问题是基于(2.1)~(2.3)，由 ( )Tu x 确定 ( )0u x 。 
如果正问题(2.1)~(2.3)中的初边值函数都是已知的，则源项反问题是利用解的部分附加信息确定

( ),f x t 。这时，由于源项函数既依赖时间变量同时又依赖空间变量，单纯由终值数据条件(2.4)难以唯一

确定时间–空间依赖的源项函数。根据边值条件(2.3)，再补充 Neumann 边界数据条件 

( ) ( ), , , .T
u h x t x t
υ
∂

= ∈Γ
∂

                                 (2.5) 

其中 v 表示边界点处的单位外法向量。以下考虑的源项反问题即是基于正问题(2.1)~(2.3)，由附加条件

(2.4)~(2.5)确定源项 ( ),f x t 。 
下面基于一个联系已知数据与未知参数的变分恒等式，给出上述两类反问题的数值求解方法，并结

合正则化策略进行数值反演。 

3. 变分恒等式与反演算法 

3.1. 变分恒等式 

基于正问题(2.1)~(2.3)，通过对其伴随问题解的控制，可以构建一个联系已知与未知的变分恒等式，

这是一类边界-区域积分方程。 
定理 1：设 ( ) ( )2, Tf x t L∈ Ω ， ( ) ( ) ( )2

0 , Tu x u x L∈ Ω ，且 ( ) ( )( )2, 0,g x t L T∈ Γ× ，则成立变分恒等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

,0 d , , d d

, , d d , , d d
T

T
T

T

u x x u x x x D g x t x t S t
v

D h x t m x t S t f x t x t x t

ϕ
ω ϕ

ϕ

Ω Γ

Γ Ω

∂
− +   ∂

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
               (3.1) 

其中 ( ),x tϕ ϕ= 是下述伴随问题的解 

( )
( ) ( )

( ) ( )

0, ,

, , ,

, ,

t T

T

D x t

m x t x t

x T x x

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ω
Γ

 + ∆ = ∈Ω


= ∈Γ
 = ∈Ω

                                (3.2) 

这里初值 ( )xω 与边界输入 ( ),m x t 均为可控制的已知函数。 
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证明：记选择光滑试验函数 ( ),x tϕ ϕ= 乘以方程(2.1)的两边，并在 TΩ 上积分，可得 

[ ] ( ) ( ) ( ), d d , , d d
T T

tu D u x t x t f x t x t x tϕ ϕ
Ω Ω

− ∆ =∫ ∫                        (3.3) 

首先，由分部积分可知 

[ ] 0
d d d d d

T T

t T
t ttu x t u x u x tϕ ϕ ϕ=

=Ω Ω Ω
= −∫ ∫ ∫                           (3.4) 

其次，利用 Green 公式可得 

d d duu x u x u S
v v
ϕ

ϕ ϕ ϕ
Ω Ω Γ

∂ ∂ ∆ = ∆ − − ∂ ∂ ∫ ∫ ∫  

对上式左边各项分部积分，利用(3.3)中的零初值条件，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
0

d d d d , , d
T T

T uD u x t u D x t D g x t x t S
v v
ϕ

ϕ ϕ ϕ
Ω Ω Γ

∂ ∂ − ∆ = − ∆ + − ∂ ∂ ∫ ∫ ∫ ∫            (3.5) 

令 ( ),x tϕ ϕ= 是伴随问题(3.2)的解，则将式(3.4)与(3.5)代入(3.3)，并注意到初始函数与终值数据，整

理即得(3.1)。证毕。 

3.2. 反演算法 

本小节以逆时问题为例，基于变分恒等式(3.1)给出反演算法。不妨设区域内没有源项作用，即设模

型中的源项 ( ), 0f x t = 。则变分恒等式(3.1)简化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
,0 d d , , d d ,

T
Tu x x x u x x x D g x t x t S t

v
ϕ

ϕ ω
Ω Ω Γ

∂
= +

∂∫ ∫ ∫ ∫               (3.6) 

其中在 ( ),x tϕ ϕ= 在 TΩ 上满足方程 0t Dϕ ϕ+ ∆ = 及齐次边值条件，且有 ( ) ( ),x T xϕ ω= 。根据 Laplace 算

子的性质，存在完备的特征系统 ( ){ }, , 1, 2,n nX x nλ = ，伴随问题的解具有广义 Fourier 展开形式 

( ) ( )( ) ( )
1

, exp ,n n n
n

x t D t T X xϕ ω λ
∞

=

= −∑                           (3.7) 

其中 , 1, 2,n nω = ，是 ( )xω 在Ω上的 Fourier 展开系数。 
对于常数 0E > ，记 ( ) ( ){ }2

0 0 2
:ES u x L u E= ∈ Ω ≤ 为初始函数的容许集合。则存在一组基

( ) ( ) ( )1 2, , , ,Nx x xφ φ φ ，有展开式 

( ) ( )0 0
1

n
n

n
u x u xφ

∞

=

= ∑                                   (3.8) 

其中 ( )0 1, 2,nu n = 
称为展开系数。若取有限项近似，则有 

( ) ( )0 0
1

N
n

n
n

u x u xφ
=

≈ ∑                                   (3.9) 

再注意到(3.7)式,可选取适当的 ( )k xω 及相应伴随问题的解 ( ),k x tϕ ，并依次代入恒等式(3.6)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

,0 d d , , d d : , 1, 2,
N Tn k

k n T k k
n

u x x x u x x x D g x t x t S t b k
v
ϕ

ϕ φ ω
Ω Ω Γ

=

∂
= + = =

∂∑ ∫ ∫ ∫ ∫      (3.10) 

记 

( )
( ) ( ) ( )

T1 2
0 0 0, , ,

, ,0 d

N

kn kn k n

a u u u

G g g x x xϕ φ
Ω

=

= = ∫



                         (3.11) 
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及 

( )T
1 2, , , Kb b b b=   

可得一个线性系统 

Ga b=                                          (3.12) 

由于系数矩阵 G 的病态性，以及观测数据误差与计算误差的作用，通常需要采用正则化策略求解方

程(3.12)的扰动形式: 

Ga bδ=                                          (3.13) 

这里 ( )1b bδ ξδ= + ，ξ为分布于[−1,1]的随机数， 0ξ > 为扰动水平。根据 Tikhonov 正则化，适当选

取正则参数 0α > ，则初始函数有限逼近部分的系数由下式近似计算 

( ) 1, T Ta G G I G bα δ δα
−

= +                                  (3.14) 

注 1：在具体的算法实施中，可以利用数据的相容性等条件，降低系统(3.12)~(3.13)的病态性。此外，

由于这种反演算法不需要迭代过程，多数情况下只要先验选取正则参数，就可以获得稳定的数值解。 
注 2：该算法依赖于截断项数 N 与 K 的选取。从(3.9)式看出，当 N →∞时，近似解逼近真解；另一

方面，K 的大小意味着附加信息量的多少，理论上也是越大越好。关于这些讨论以及数值解的收敛性分

析都是重要的问题，我们将另文再表。 

4. 数值反演 

4.1. 逆时问题的数值反演 

考虑一维齐次扩散方程 0t xxu u− = 在第一边值条件下的逆时问题。 
算例 1：设研究区域 ( )0,10Ω = ，终值时刻 3T = ，且正问题的真解为 ( ) ( ), e costu x t x−= 。则两个边值

函数分别为 ( )0, e tu t −= 及 ( ) ( ) [ ]10, e cos 10 , 0,3tu t t−= ∈ ；无扰动的终值数据为 ( ) ( ) [ ]3
3 e cos , 0,10u x x x−= ∈ 。

假设初始分布函数具有近似表达式 

( ) ( ) ( )0 0
1

cos sin ,
N

n n
n

u x a a nx b nx
=

= + +  ∑                          (4.1) 

这里数值反演即是求解向量 ( )T
0 1 1, , , , ,N Na a a b a b=  。 

对于伴随方程 0t xxϕ ϕ+ = ，取其解为 

( )
( )

2 2

2
π 3

10 π, e sin , 1, 2, ,
10

k t

k
k xx t k Kϕ

−  = = 
 

                          (4.2) 

而 ( ) ( ) π,3 sin
10k k
k xx w xϕ = = 。取 3, 6N K= = ，利用上一节所述的反演方法进行直接计算。图 1 绘制了 

采用精确数据的反演解与精确解；图 2(a)，图 2(b)分别绘制了扰动水平时 5%δ = 与 1%δ = 时的反演解与

精确解，其中正则参数均取 1 4eα = − 。 
算例 2：设研究区域 ( )0,1Ω = ，终值时刻 1T = ，且正问题的真解为 ( ) 4 2 2, 12 12u x t x x t t= + + 。则两个

边值函数分别为 ( ) 20, 12u t t= 及 ( ) [ ]21, 1 12 12 , 0,1u t t t t= + + ∈ ，无扰动的终值数据为 

( ) [ ]4 2
3 12 12, 0,1u x x x x= + + ∈ 。这里初始分布函数仍沿用(4.1)近似表达式。类似于算例 1 中的计算，取

2, 5N K= = ，正则参数 1 6eα = − ，图 3(a)，图 3(b)分别绘制了扰动水平时 5%δ = 与 1%δ = 时的反演解与

精确解。 
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Figure 1. Inversion result for the backward problem with accurate 
data in Ex.1. 
图 1. 算例 1中精确数据下逆时问题的反演结果， ( ) ( )0 cosu x x=  

 

 
Figure 2. Inversion result for the backward problem with noisy data in Ex.1. (a) 5%δ = ; (b) 1%δ =  
图 2. 算例 1 中扰动数据下逆时问题的反演结果， ( ) ( )0 cosu x x= 。(a) 5%δ = ；(b) 1%δ =  

4.2. 源项的数值反演 

考虑一维非齐次扩散方程 ( ),t xxu u f x t− = 在第一边值条件下的源项反问题。 
算例 3：设研究区域 ( )0,1Ω = ，终值时刻 1T = ，正问题的真解为 ( ) 3 2,u x t x t= ，而源项真解为

( ) 3 2, 2 6f x t x t xt= − 。正问题的两个边值函数分别为 ( )0, 0u t = 及 ( ) [ ]21, , 0,1u t t t= ∈ 。终值附加数据为

( ) [ ]3
1 , 0,1u x x x= ∈ 。根据第2节的论述，还需要两个边界处的Neumann附加数据 ( )0, 0xu t = 及 ( ) 21, 3xu t t= ，

[ ]0,1t∈ 。 
假设源项具有近似表达式 

( ) 1

1 1
,

N i
i j j

ij
i j

f x t a x t− −

= =

≈ ∑∑                                   (4.3) 
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Figure 3. Inversion results for the backward problem with noisy data in Ex.2. (a) 5%δ = ; (b) 1%δ =  
图 3. 算例 2 中扰动数据下逆时问题的反演结果， ( ) 4

0u x x= 。(a) 5%δ = ；(b) 1%δ =  
 

 
Figure 4. Exact source and inversion source solutions with accurate data in Ex.3. (a) Exact source; (b) Inversion source with 
accurate data 
图 4. 算例 3 中源项真解与精确数据下的反演解， ( ) 3 2, 2 6f x t x t xt= − 。(a) 源项真解；(b) 0δ = 时的反演解 
 

数值反演即是求解向量 ( )T
11 21 22, , , , NNa a a a a=  。注意到时空依赖源项反问题的病态性，对于

1,2, ,k K=  ，取伴随方程的两个解： 

( )
( )

( )
( )

2 2

2
0

2 2

2
0

π 1
1

0

π 1
2

0

π, e cosh

π, e sinh

k t
r

k

k t
r

k

k xx t
r

k xx t
r

ϕ

ϕ

−
−

−
−

 
=  

 

 
=  

 

                                (4.4) 

其中 sinh,cosh 分别为双曲正弦、余弦函数， 0 0r > 为调节参数。取 4, 5N K= = 及 0 7r = ，利用所述的反

演方法进行直接计算。图 4(a)，图 4(b)分别绘制了源项真解与采用精确数据的反演解；图 5(a)，图 5(b)
分别绘制了扰动水平 1%δ = 与 0.1%δ = 时的反演解与真解，其中正则参数分别取 1 5eα = − 与 1 6eα = − 。 
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算例 4：继续考虑区域 ( )0,1Ω = ，终值时刻 1T = ，而正问题的真解为 ( ) 2, ex tu x t += ，源项真解为

( ) 2, ex tf x t += 。正问题的两个边值函数分别为 ( ) 20, e tu t = 及 ( ) [ ]1 21, e , 0,1tu t t+= ∈ ；终值附加数据为

( ) [ ]1 e , 0,1xu x x= ∈ 。另外，两个端点处的 Neumann 边界数据为 ( ) 20, e t
xu t = 及 ( ) [ ]1 21, e , 0,1t

xu t t+= ∈ 。 
假设源项仍具有(4.3)式的近似表达式，且反演参数也同于算例 3 中所取，图 6(a)，图 6(b)分别绘制了

源项真解与采用精确数据的反演解；图 7(a)，图 7(b)分别绘制了扰动水平 1%δ = 与 0.1%δ = 时的反演解

与真解，其中正则参数分别取 1 7eα = − 与 1 6eα = − 。 

5. 结论 

本文对于扩散方程/热方程的逆时问题与源项反问题，基于变分伴随方法，建立了一类联系已知数据 
 

 
Figure 5. The inversion source solutions with noisy data in Ex.3. (a) 1%δ = ; (b) 0.1%δ =  
图 5. 算例 3 中扰动数据下的源项反演解。(a) 1%δ = ；(b) 0.1%δ =  
 

 
Figure 6. Exact source and the inversion source solutions with accurate data in Ex.4. (a) Exact source; (b) Inversion source 
solution with accurate data 
图 6. 算例 4 中源项真解与精确数据下的反演解， ( ) 2, ex tf x t += 。(a) 源项真解；(b) 0δ = 时的反演解 
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Figure 7. Inversion source solutions with noisy data in Ex.4. (a) 1%δ = ; (b) 0.1%δ =  
图 7. 算例 4 中扰动数据下的源项反演解。(a) 1%δ = ；(b) 0.1%δ =  
 
函数与未知量的积分恒等式，通过适当选取伴随方程的解并结合Tikhonov正则化实现了参数的有效反演。

这种反演方法推广并简化了 Trefftz 型参数反演算法，可适用于一般线性数理方程系数反问题的数值求解。 
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