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Abstract 

In this paper, a classic stochastic viral infection model with saturation rate and logistic growth is 
researched. To be start, when 0 1R < , the boundeness of uninfected cells and the extinction of in-

fected cells are discussed. Then, when 0 1R > , some available Lyapunov functions are constricted 
and some sufficient conditions are established for stationary distribution. The theory verifies that 
infected cells keep persistence in vivo. 
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摘  要 

本文研究了具有饱和发生率和logistic增长的随机病毒感染模型，当病毒感染细胞基本再生数 0 1R < 时，
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确定未感染细胞的有界性和病毒感染细胞的灭绝性；当病毒感染细胞基本在生数 0 1R > 时，构建适当的

Lyapunov函数，确定平稳分布的充分条件。它显示了病毒感染在机体内持久性存在。 
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1. 引言 

自 Nowak 和 Bangham 提出病毒感染模型以来，随着科学的进步，病毒感染模型的机理逐渐被熟悉，

模型不断被丰富和完善，为医学发展和疾病预防和控制提供重要的参考价值。许多文献中所提出病毒感

染模型均在理想状态和确定参数来研究系统的稳定性分析[1]-[8]。在文献[3]中，Bonhoeffer 等提出的病毒

感染模型： 

d
d
d
d

x s dx xy
t
y xy y
t

β

β µ

 = − −

 = −


 

然而在一些生态数学模型中，无论环境波动如何，确定性系统都有一定的局限性，对于数值拟合并

非理想[9]。自然界任何事物不可能处在绝对稳定的状态，必然受到环境的波动影响，因此一些学者将随

机波动因素考虑在传染病及病毒模型中[9]-[16]，本文根据[3]中的模型，考虑饱和感染发生率，未感染细

胞的 logistic 增长，及未感染细胞的死亡率和免疫发生率的波动影响，提出如下病毒感染模型  

( )

( ) ( )

1
1

2
2

dd 1
d d

dd
d d

B tx x kxys rx dx x
t K x y t

B ty kxy a y y
t x y t

σ

µ σ

  = + − − − +   + 

 = − + + +

                    (1.1) 

其中，x 是未感染细胞，y 是感染细胞，s 是宿主细胞以常数生产，r 为宿主细胞最大生产率，K 为体内细

胞最大承载量，d 为自然死亡率，k 为饱和发生率，a 为免疫细胞作用下的感染细胞死亡率，μ 为感染细 
胞自然死亡率。 2 2

1 2,σ σ 为高斯白噪音强度， ( ) ( )1 2,B t B t 为标准的维纳过程在概率空间 ( )( )0
, , ,t t
F F P

>
Ω 上。 

本文令病毒感染细胞基本在生数 0
kR

a µ
=

+
。接下来将讨论模型(1)的灭绝性和平稳分布性质。 

2. 随机微分方程的基本理论[17] 

考虑如下 n 维随机微分方程 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )d , d , dX t f X t t t g X t t B t= +  

对于 0t t> ，和任意初值 ( )0 0
nX t X R= ∈ 。 ( )B t 是在全概率空间 { }( )0

, , ,t t
F F P

>
Ω 上的标准维纳过程。
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在 [ )0 ,nR t× +∞ 上，定义在 [ )( )2,1
0 ,nC R t× +∞ 全体的非负函数 ( )V X 在 X 处均有连续的二阶微分和在 t 处 

有连续的一阶微分。上述方程的微分算子 L 被定义为： 

( ) ( ) ( )
2

T

1 , 1

1, , ,
2

n n

i i j iji i ji i j

L f X t g x t g x t
t x x x= =

∂ ∂ ∂ = + +  ∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑  

若 L 是 [ )( )2,1
0 ,nV C R t∈ × ∞ 的微分算子，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T1, , , , , , ,
2t X XXLV X t V X t V X t f X t trace g X t V X t g X t = + +   , 

其中
2

, , , ,t X XX
i n i j n n

V V V VV V V
t x x x x

×

  ∂ ∂ ∂ ∂
= = =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 。若 ( ) nX t R∈ ，应用伊藤公式，有： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )d , , d , , dXV x t t LV x t t t V x t t g x t t B t= + . 

3. 模型(1)全局正解的存在唯一性和感染细胞的存在与灭绝性 

定理 1 对于任意的初值 ( ) ( )( ) 20 , 0x y R+∈ ，系统(2)有唯一正解 ( ) ( )( ),x t y t 且以概率 1 存在。 

证明类似于毛学荣等人[18]，故省略。 
定理 2 若 0 1R < 时，若 ( ) ( )( ),x t y t 是模型(1)带有任意初值 ( ) ( )( ) 20 , 0x y R+∈ 的解，则有： 

( ) ( ) ( )2 22

20

1lim d
2 4

t

t

K r d K r dsKx s s
t r r r→∞

− − 
− ≤ + 

 
∫  

( ) ( )( ) 2
0 2

ln 1lim 1
2t

y t
a R

t
µ σ

→∞
≤ + − −  

即感染细胞灭绝。 
证明 (i)由于模型(2)的第一个方程为： 

( )1
1

dd 1
d d

B tx x kxys rx dx x
t K x y t

σ = + − − − +  + 
                         (1) 

由(1)可知
( )1

1

dd 1
d d

B tx xs rx dx x
t K t

σ ≤ + − − + 
 

。 

将上式不等式两边同时在区间 [ ]0, t 上积分，因此有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 0
0 1 d d

t ts
x t x st rx s d s s x s B s

K
σ

  
− ≤ + − − +  

   
∫ ∫                  (2) 

(2)式两边同时除以 t，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 0

0 1 11 d d
t tx t x s

s rx s d s s x s B s
t t t K t

σ
  

− ≤ + − − +  
   

∫ ∫  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0

22

1 12 0

1 d
2

0 1 d
4

t

t

K r d
x s s

t r

K r d x t xsK K K x s B s
r r t t t rr

σ

− 
− 

 

−  
≤ + + − + 

 

∫

∫

                  (3) 
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由定理 1 可知：
( )0

lim 0
t

x
t→+∞

= ，
( )lim 0

t

x t
t→+∞

= ；令 ( ) ( ) ( )1 1 10
d

t
G t x s B sσ= ∫ ，则 ( )1G t 是鞅。有 

( ) ( )( )2 2
1 1 1 10 0
, d sup

t

t
t

G G x s s x t tσ σ
>

= ≤∫ ，根据鞅的强大数定律[19]，则有
( )1lim 0

t

G t
t→+∞

= 。 

将(3)式两边同时取极限 t →∞，则有： 

( ) ( ) ( )2 22

20

1lim d
2 4

t

t

K r d K r dsKx s s
t r r r→+∞

− − 
− ≤ + 

 
∫  

(ii) 定义函数 ( )2 lnV y t=  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

2
2 2 2 2

2
2 2 2

2
2 2 2

2
2 2 2

2
0 2 2 2

1 1d d
2

1 d
2

1 d
2

11 d
2

1: 1 d
2

kx t y t
V a y t B t

y x t y t

ky t
a B t

x t y t

k a B t

ka B t
a

a R B t

µ σ σ

µ σ σ

µ σ σ

µ σ σ
µ

µ σ σ

 
= − + − +  + 

= − + − +
+

≤ − + − +

 
= + − − + + 

= + − − +

                    (4) 

将上式两边同时积分在区间 [ ]0, t ，有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
0 2 2 20

1ln ln 0 1 d
2

t
y t y a R t B sµ σ σ − = + − − +   ∫  

其中令 ( ) ( )2 2 20
d

t
G t B sσ= ∫ ，则 ( )2G t 是鞅。有 2 2

2 2 2 20
, d

t

tG G s tσ σ= =∫ ，根据鞅的强大数定律[19]，则有

( )2lim 0
t

G t
t→+∞

= ，故有如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )2
0 2 2 20

ln ln 01 11 d
2

ty t y
a R B s

t t t
µ σ σ= + − − + + ∫                     (5) 

当 (5)式两边取极限 t →+∞ ，又由定理 1 可知，初值 ( )0y 有界，故
( )0

lim 0
t

y
t→+∞

= ，因此

( ) ( )( ) 2
0 2

ln 1lim 1
2t

y t
a R

t
µ σ

→+∞
≤ + − − 。 

即当 0 1R < ，病毒感染细胞灭绝。 

4. 模型(1.1)的平稳分布 

在这部分，我们引入一个有用的引理。在 h 维欧氏空间中， ( )X t 是齐次马尔科夫程且满足如下方程 

( ) ( ) ( ) ( )d d d
j

i i
i

X t f X t g X B t= +∑  

则扩散矩阵定义为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), p q
pq pq i iQ X H x H x g x g x= =  
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因此，有如下引理： 
引理 1 [17] [20] 如果存在一个具有光滑边界 U∂ 的有界开域 2U R+∈ ，具有如下性质： 

1) 在域 U 及其邻域中，存在常数 0J > 满足 ( )
2

2

, 1
pq p q

p q
H x Jφ φ φ

=

≥∑ ， x U∈ ， 2Rφ +∈ ， 2 2
1 2φ φ φ= + ； 

2) 若 2
0 \X R U+∈ ，对于任一个紧集 2K R+∈ ，存在一个路径从 0X 出发到达集合 U，其平均时间 Eτ 是

有限的，即
0X K
Eτ
∈
< +∞。 

若上述条件成立，则马尔科夫过程 ( )X t 有唯一的平稳分布 ( )π ⋅ 。且若 ( )f ⋅ 关于测度 π为可积函数，

则： 

( )( ) ( ) ( )20

1 d 1
T

R
P f X t t f u du

T
π

+

 = = 
 ∫  

引理 2 当 1 2 0σ σ= = 时，随机系统(2)即为确定系统，其平衡点为 ( )* *,x y  

( )( ) ( )( )( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )( )( ) ( )

( )

2 22
*

2 22
*

2

4

2

4

2

a Kr Kd r K a r d k a Krs
x

r a

a Kr Kd r K a r d k a Krs
y k a

r a

µ µ µ

µ

µ µ µ
µ

µ

+ − − + + − − + +
=

+

+ − − + + − − + +
= − −

+

 

定理 3 若 0 1R > 时，以下条件成立： 

1) 
( )
( )

*

* *

5

2

k yr
K x y

+
>

+
，

( )
( )

*
2
2* *

5

2

k y
a

x y
µ σ

+
+ > +

+
 

2) ( ) ( )( )2 2* *
1 20 min ,M m x m y< <  

( )
( )

( )
( )

* *
2

1 2 2* * * *

5 5
,

2 2

k y k yrm m a
K x y x y

µ σ
+ +

= − = + − −
+ +

 

带有初值 ( ) 20X R+∈ 随机微分方程(2)，存在一个平稳分布 ( )π ⋅ ，其遍历性为： 

( )( ) ( ) ( )
2

0

1 d , d ,d 1, 1,2
T

i
R

P f X t t f x y x y i
T

π
+

  = = = 
  
∫ ∫ . 

证明 (i) 由模型(1)可知，其扩散矩阵为： 

( )
2 2
1

2 2
2

0
0
x

Q X
y

σ
σ

 
=  
 

 

令
( )

( )2 2 2 2
1 2,

min ,
x y U

G x yσ σ
∈

= ，有如下 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

, 1
, ,pq p q

p q
H x x y G Rφ φ σ φ σ φ φ φ φ φ +

=

= + ≥ + ∈∑  

因此引理 1 中的(1)成立。 
(ii) 存在一个邻域 U 和一个非负函数 2V C∈ ，使得 2

0 \X R U+∈ 时， 0LV < 。由于 0 1R > ，模型(1.1)
的确定性系统的平衡点为 ( )* *,x y ，即为引理 2 中的平衡点。定义 V 函数如下： 

( )2* * * * *
* *ln lnx yV x x x y y y y y

x y
= − − + − − + −  
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令 * *
11 *ln xV x x x

x
= − − ， * *

12 *ln yV y y y
y

= − − ， ( )2*
13V y y= −  

运用伊藤公式，则有 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

*
2 *

11 1

*
* * 2 *

1* * *

2 2* * * *
2* 2 *

1* * * * *

2*
2 2 2* * *

* *

11
2

1
2

1
2

1
2

x x x kxyLV s rx dx x
x K x y

s s r ky kxyx x x x x
x K x yx x y

s x x kx x x y y ky x xr x x x
Kxx x y x y x y x y

k x xr kx x x x y y
K x y x

σ

σ

σ

−   = + − − − +   +  
 

= − − − − + − + ++ 

− − − −
= − − − + +

+ + + +

− ≤ − − + − + − + +  

( ) ( ) ( )

2 *
1* *

2*
2* 2 *

1* ** *

1
2

3 1
22

x
y

k y yr k x x x
K x yx y

σ

σ

+
+

  −
 ≤ − − − + +
  ++ 

           (6) 

同样，我们有： 

( )

( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

*
* 2 *

12 2* *

2* * *
2 *
2* * * *

2*
2 2* * 2 *

2* * * *

2*
2* 2 *

2* * * *

1
2

1
2

1 1 1
2 2 2

3 1
22 2

kxy kyLV y y y
x y x y

kx y y ky x x y y
y

x y x y x y x y

k y y k x x y y y
x y x y

k x xk y y y
x y x y

σ

σ

σ

σ

 
= − − + + + 

− − −
= + +

+ + + +

−  ≤ + − + − + + +  

−
= − + +

+ +

                 (7) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

* 2 2
13 2

* *
* * 2 2

2* *

2* * * * *
2* 2 2

2* * * *

1
2

1
2

1
2

kxyLV y y a y y
x y

kxy kx yy y a y a y y
x y x y

kxy y y kyy x x y y
a y y y

x y x y x y x y

µ σ

µ µ σ

µ σ

 
= − − + + + 

 
= − − + − + + + + + 

− − −
= + − + − +

+ + + +

 

由于 ( ) ( )2 2 22c d c d+ ≤ + 成立( ,c d 均非负)，则： 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2* * * 2 2* *
13 * * * *

2 2 2* 2 * 2 *
2 2

* *2 2 22 * * 2 *
2 2* * * *

1 1
2 2

3
2 2

ky y y kyLV y y x x
x y x y

a y y y y y

ky kya y y x x y
x y x y

µ σ σ

µ σ σ

−  ≤ + − + − + +  

− + − + − +

 
 = − + − − − + − +
 + + 

            (8) 
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综上： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

* *
2 2* 2 *

2* * * *

22 * 2 * 2 *
1 2 2

2 2* *
1 2

5 5

2 2

1 1
2 2

:

k y k yrLV x x a y y
K x y x y

x y y

m x x m y y M

µ σ

σ σ σ

   + +
   ≤ − − − − + − − −
   + +   

+ + +

− − − − +

              (9) 

若 ( ) ( )( )2 2* *
1 20 minM m x m y< < 成立，则椭圆 ( ) ( )2 2* *

1 2m x x m y y M− + − = 全属于 2R+ 。选取椭圆任

意一个邻域 U 使得 U 的闭包 2U R+∈ 。则对于任意的 2 \X R U+∈ ，有 0LV < 。因此模型(1.1)有平稳分布。 

5. 结论 

本文首先考虑具有饱和发生率和 logistic 增长的随机病毒感染模型。首先当 R0 < 1，我们分析了感染

细胞的灭绝及宿主细胞的生存。然后，我们构造有效的 Lyapunov 函数，确立满足平稳分布的充分条件，

理论证明感染能在机体内持续存在。 
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