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Abstract 
Fractional sub-equation method is an effective method to explore the exact solution of fractional 
partial differential equations. In this paper, we use this method to obtain new exact solutions of a 
type of fractional generalized KdV equation. Moreover, we show the graphs of these exact solu-
tions. Such solutions may provide potential support for the wide applications in mathematics, 
physics and related fields. 
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摘  要 

分数阶子方程法是探寻分数阶偏微分方程精确解的一种行之有效的方法。本文利用该方法获得了一类分

数阶广义KdV方程的精确解，并描绘精确解的图像。这些解能够对该方程在数学、物理等领域的广泛应

用提供潜在的理论支持。 
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1. 引言 

随着对微分方程研究的不断深入，人们对微分方程的研究逐渐从整数阶发展到分数阶。分数阶微分

方程是对整数阶微分方程的推广，由它构造的系统广泛应用于物理、工程、系统识别、控制理论、信号

处理、分数动力学等各个方面，其最大的优点是这种方程构造的系统的下一个状态不仅取决于它的当前

状态，还取决于它的所有历史形态。近几十年间，许多数学、物理、生物等领域的学者积极投入到了对

分数阶微分方程的研究中，为获得分数阶微分方程近似解和精确解提出了很多行之有效的方法，如变分

迭代法[1] [2]、分数阶微分变换法[3] [4]、分数阶子方程法[5] [6] [7]、Adomian 分解法[8] [9] [10]、同伦扰

动法[11]、分数阶 G'/G 展开法[12] [13]、指数函数法[14]、有限差分法[15]等多种方法。然而，截至目前，

尚未找到一种能够求解所有分数阶微分方程的方法，因此，寻找合适的方法求解微分方程仍然是一项十

分有意义的研究。 
本文主要研究如下方程的精确解 

2 0.t xxxxx xxx x xx xD u u uu u u u uα + − − − =                           (1.1) 

该方程衍生于广义五阶 KdV 方程，其具体形式如下所示[16]： 
2 0.t xxxxx xxx x xx xu u uu u u u uω α β γ+ + + + =                         (1.2) 

方程(1.2)既可以表示在重力作用下浅水中的长波运动，同时也是研究量子力学和非线性光学的一个

重要模型。本文利用分数阶子方程法研究方程(1.1)的精确解，并利用数学软件 mathematica 求解计算过程

中产生的超定方程组，最后获得了方程(1.1)的新的精确解。 
本文的内容安排如下：第二节先介绍了修正 Riemann-Liouville 导数定义以及其具有的重要性质，然

后介绍了本文所使用的分数阶子方程法；第三节则使用分数阶子方程法求解方程(1.1)的精确解，并给出

了方程的具体图像。第四节为对本文内容的总结。 

2. 方法概述 

2.1. 修正 Riemann-Liouville 导数 

修正 Riemann-Liouville 导数具有如下形式[17]： 
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其具有的部分重要性质如下： 

( )
( )

1
, 0,

1
m m

t
m

D t t m
m

α α

α
−Γ +

= >
Γ + −

                            (2.2) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,t t tD u t v t v t D u t u t D v tα α α= +                         (2.3) 

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) .vt t vD u v t u v t D v t D u v t v t
αα α α′ ′= =                   (2.4) 

2.2. 分数阶子方程法 

本文以如下分数阶偏微分方程 

( )2 2, , , , , , , 0, 0 1.t x t x t xF u u u D u D u D u D uα α α α α= < ≤                      (2.5) 

为例来简要介绍分数阶子方程法。其中， ( ),u u t x= 是一个未知函数， 2 2, , ,t x t xD u D u D u D uα α α α 是关于 u
的改进 Riemann-Liouville 导数，F 是一个包含有非线性项和最高阶导数项的多项式。该方法主要分为以

下几步： 
1) 对方程(2.5)进行行波变换 

( ) ( ), , .u t x U mt nxθ θ= = +                                (2.6) 

其中 ,m n 为待定常数，则方程(2.5)可转化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , 0.G U mU nU m D U n D Uα α α α
θ θθ θ θ θ θ′ ′ =                  (2.7) 

2) 假设方程具有如下形式的解： 

( ) ( )( )0 ,
in

iiU aθ θ
=

= Φ∑                                 (2.8) 

其中， ia 为待定常数， ( )θΦ = Φ 满足如下的分数阶黎卡提微分方程 
2 , 0 1.Dα

θ σ αΦ = +Φ < ≤                                 (2.9) 

其中，σ 为待定常数，方程(2.9)的一些解如下所示： 

( )

( )
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1
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广义的三角函数和双曲函数如下所示[17]： 
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其中， ( )E α
α θ 是 Mittag-Leffler 方程，具体表现形式为： 

( ) ( )0 , 0.
1

k

kE
k

α
α

θ
θ α

α
∞

=
= >

Γ +∑                            (2.12) 

特例：当
1
2

α = 时，Mittag-Leffler 方程可转化为： 

1 1
2 2

1
2

eE Erfcθθ θ
   

=      
   

, Erfc 为误差函数.                       (2.13) 

3) 将方程(2.8)和(2.9)代入方程(2.7)中，之后平衡方程的非线性项和最高阶导数项，即可确定方程(2.8)
中的 n。 

4) 将已经确定 n 的方程(2.8)以及方程(2.9)代入方程(2.7)中，可以得到关于 iΦ 的方程。之后，令这个

方程组的系数为零，能够得到一系列关于 , , , ,ia m n σ α 的方程组，求解这些方程组，即可求得方程(2.5)的解。 

3. 方程求解 

本节将采用上述分数阶子方程法求解方程(1.1)，对于该方程，我们令 

( ) ( ), , .u t x u x ctθ θ= = +                                (3.1) 

则方程(1.1)转化为 
( ) ( )5 3 2 0.tc D u u uu u u u uα α ′ ′′ ′+ − − − =                            (3.2) 

假设方程具有(2.8)形式的解，即 

( ) ( )( )0 .
i

iiu aθ θ∞

=
= Φ∑                                 (3.3) 

将方程(3.3)代入方程(3.2)中，平衡非线性项 2u u′和最高阶导数项 ( )5u 可得 2n = ，即 

( ) ( ) ( )( )2
0 1 2 .u a a aθ θ θ= + Φ + Φ                             (3.4) 

将方程(3.4)代入(3.2)中，令 ( ) 0i θΦ = ，可以得到一系列关于 0 1 2, , , , ,a a a c α σ 代数方程，具体方程如

下所示： 

( )( )0 3 2 2 3
1 1 0 1 0 1 1 2: 16 2 2 0,c a a a a a a a aαθ σ σ σ σ σΦ + − − − =  

( )( )1 2 2 2 3 2 2 3 2
1 0 1 2 2 0 2 0 2 2: 4 2 2 272 16 2 4 0,a a a c a a a a a a aαθ σ σ σ σ σ σ σΦ − − + + − − − =  
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( )( )2 2 2 3 2
1 1 0 1 0 1 1 1 2 0 1 2: 136 8 32 6 0,c a a a a a a a a a a a aαθ σ σ σ σ σΦ + − − − =− −  

( )( )3 2 2 2
1 0 1 2 2 0 2

2 2 2 2 2
0 2 1 2 2 0 2

: 12 2 2 1232 40

2 4 36 0,4

a a a c a a a a

a a a a a a a

αθ σ σ σ

σ σ σ

Φ − − + + −

− − − − =
 

( )( )4 3 2
1 0 1 1 1 2 0 1 2 1 2: 240 6 70 6 5 0a a a a a a a a a a aθ σ σ σΦ − − − − − =  

( )( )5 2 2 2 2 3
1 2 0 2 1 2 2 0 2 2: 8 1680 24 4 68 4 2 0,a a a a a a a a a aθ σ σ σΦ − + − − − − − =  

( )( )6 2
1 1 2 1 2:120 40 5 0,a a a a aθΦ − − =  

( )( )7 2 3
2 2 2: 720 36 2 0.a a aθΦ − − =                             (3.5) 

之后，借助 mathematica 软件求解这些方程，可以得到如下几种形式的解。 

情形一：此时

1
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。通过这个解，我们可以得到如下精确解： 
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( )

2
1

2
0 0 0

4 0 0
11

, 30 cot , 0.
20 20 100
a a au t x a x t a

α

α

   
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              (3.6) 

在精确解 ( )1 ,u t x 中，我们令 0
2 110, , 11 11,
3 2

a cα σ= = = = − ，并将公式(2.11)和(2.12)代入 ( )1 ,u t x  

中，借助于 mathematica 软件，可得 
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∑ ∑

               (3.7) 

其图像如图 1 所示。 
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Figure 1. Figure of solution (3.7) 
图 1. 解(3.7)的图 

 

在精确解 ( )3 ,u t x 中，我们令
5
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0
4 110, , 11 ,
5 2

a cα σ= − = = = ，并将公式(2.11)和(2.12)代入 ( )3 ,u t x 中， 

借助于 mathematica 软件，可得 
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∑ ∑

∑ ∑

               (3.8) 

其图像如图 2 所示。 

情形二：此时

1
2
0 0

0 0 1 2, 0, 12, ,
4 8
a aa a a a c

α
σ

 
= = = = = 

 
。通过这个解，我们可以得到如下精确解： 
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                 (3.9) 
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在精确解 ( )5 ,u t x 中，我们令 0
1 2 22 2, , 4,
2 8

a cα σ= − = = = − ，并将公式(2.11)和(2.13)代入 ( )5 ,u t x  

中，借助于 mathematica 软件，可得 
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    = − +     + +    − +         

             (3.10) 

其图像如图 3 所示。 

在精确解 ( )8 ,u t x 中，我们令 0
2 12, , 1,
3 4

a cα σ= = = = ，并将公式(2.11)和(2.12)代入 ( )8 ,u t x 中，借助 

于 mathematica 软件，可得 
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    Γ + Γ +    
    = +

 + +   −    
    +

    Γ + Γ +        

∑ ∑

∑ ∑

                  (3.11) 

其图像如图 4 所示。 
 

 
Figure 2. Figure of solution (3.8) 
图 2. 解(3.8)的图 

 

 
Figure 3. Figure of solution (3.10) 
图 3. 解(3.10)的图 
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Figure 4. Figure of solution (3.11) 
图 4. 解(3.11)的图 

4. 总结 

本文主要应用分数阶子方程法寻找分数阶广义 KdV 方程(1.1)的精确解，最后给出了方程新的广义双

曲函数和三角函数形式的解，画出了解的图像。这些解能够加深人们对分数阶 KdV 方程的理解，从而促

进该方程在非线性系统和孤子理论等领域的应用。 
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