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摘  要 

设 ( )nM  ， ( )nT  分别是矩阵代数和上三角矩阵代数。本文证明若 ( ) ( ): n nL M M→  是2-局部Lie导

子，则存在 ( )nT M∈  和映射 ( ): n nM I→ τ 使得 ( ) ( ) ( )τ , nL A TA AT A A M= − + ∀ ∈   (*)其中

( ) ( ) [ ] ( ), , , , nA F A F A B A B M+ = = ∀ ∈ τ τ 。利用该结论证明了 ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nM M M⊕ ⊕ ⊕    到自

身的每个2-局部Lie导子具有形式(*)。证明了若 ( ) ( ): n nL T T→  是2-局部Lie导子，且 

( ) ( ) ( ) ( ), ,n nL A B L A L B I A B T+ − − ∈ ∀ ∈  ，则L具有形式(*)，并举例说明条件 

( ) ( ) ( ) nL A B L A L B I+ − − ∈ 不可去。本文还刻画了 ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nT T T⊕ ⊕ ⊕    到自身的2-局部Lie

导子。 
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Abstract 

Let ( )nM   be a matrix algebra, and ( )nT   be an upper triangular matrix algebra. In this paper, 

we show that, if ( ) ( ): n nL M M→   is a 2-local Lie derivation, then there exist a matrix 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2020.912256
https://doi.org/10.12677/aam.2020.912256
http://www.hanspub.org


高永兰，安润玲 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.912256 2200 应用数学进展 
 

( )nT M∈   and a map ( ): n nM I→ τ  such that ( ) ( ) ( )τ , nL A TA AT A A M= − + ∀ ∈   (*) where 

( ) ( ) [ ] ( ), , , , nA F A F A B A B M+ = = ∀ ∈ τ τ . As its application, we show every 2-local Lie derivation 

from ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nM M M⊕ ⊕ ⊕     into itself has the form (*). In addition, we show that, if 

( ) ( ): n nL T T →  is a 2-local Lie derivation and satisfies  

( ) ( ) ( ) ( ), ,n nL A B L A L B I A B T+ − − ∈ ∀ ∈  , then L has the form (*). An example is given to show 

that the condition ( ) ( ) ( ) nL A B L A L B I+ − − ∈  is necessary. 2-local Lie derivations from 

( ) ( ) ( )
1 2 mn n nT T T⊕ ⊕ ⊕     into itself are also characterized. 
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1. 引言 

设  是 结 合 代 数 ， ( )  为  的 中 心 。 称 线 性 映 射 :δ →  为 导 子 ， 若 等 式

( ) ( ) ( ) , ,AB A B A B A Bδ δ δ= + ∀ ∈ 成 立 ， 称 :δ →  为 内 导 子 ， 若 存 在 T ∈ ， 等 式

( ) ,A TA AT Aδ = − ∀ ∈ 成立。近年来，随着不同代数结构上导子理论的丰富和发展，专家学者开始关注

映射的局部性质，其中有趣的问题是局部映射在什么条件下能够成为全局的映射或者在何种代数上的局

部映射是全局映射。关于局部导子的研究，其奠基者是 R. Kadison [1]，D. Larson 和 A. Sourour [2]，称线

性映射 :δ →  为局部导子，若对 A∀ ∈ ，存在依赖于 A 的导子 :Aδ →  使得 ( ) ( )AA Aδ δ= 。过

去十多年里，局部导子的研究已经取得了很多深刻的结果[1] [2] [3] [4]。1997 年，P. Semrl 在文献[5]中首

次研究了代数上的 2-局部导子，称映射(无线性或连续假设) :δ →  为 2-局部导子，若对 ,A B∀ ∈ ，

存在依赖于 A,B 的导子 , :A Bδ →  使得 ( ) ( ),A BA Aδ δ= ， ( ) ( ),A BB Bδ δ= 。P. Semrl [5]刻画了无限维可

分 Hilbert 空间上的所有有界线性算子构成的代数 B(H)上的这类映射，后来，文献[6]用比较短的证明方

法刻画了有限维的情况下此类映射的结构，得到了类似的结果。关于 2-局部导子的结论，文献[7]中作者

证明了当 3n ≥ 时， ( )nM  到 ( )nM  的 2-局部导子是导子，其中 是有单位元的 Banach 代数，满足

任意从 到 的双模 的 Jordan 导子是导子。 
与代数上的一般积相关的是导子，而关于代数上的 Lie 积可以定义 Lie 导子。称线性映射 :L → 

为 Lie 导子，若 [ ]( ) ( ) ( ), , , , ,L A B L A B A L B A B= + ∀ ∈        ，其中 [ ],A B AB BA= − 为 A,B 的 Lie 积。Lie
导子 L 是标准的，若存在导子 :δ →  和线性映射 ( ):τ →   使得 ( ) ( ) ( ) ,L A A A Aδ τ= + ∀ ∈，
其中 [ ], 0A Bτ = ， ,A B∀ ∈ 。类似于局部导子和 2-局部导子，自然地可以定义局部 Lie 导子和 2-局部

Lie 导子，文献[8]首次提出了局部 Lie 导子和 2-局部 Lie 导子的概念，称线性映射 :L →  为局部 Lie
导子，若对 A∀ ∈ ，存在依赖于 A 的 Lie 导子 :AL →  使得 ( ) ( )AL A L A= 。映射(无线性或连续假设) 

:L →  称为 2-局部 Lie 导子，若对 ,A B∀ ∈ ，存在依赖于 A,B 的 Lie 导子 , :A BL →  使得

( ) ( ),A BL A L A= ， ( ) ( ),A BL B L B= 。相比于 2-局部导子的研究，2-局部 Lie 导子的研究还相对较少，陆芳
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言教授[8]研究了维数大于 2 的 Banach 空间 X 上的有界线性算子全体构成的代数 B(X)上的这两类映射，

证明了 2-局部 Lie 导子 ( ) ( ):L B X B X→ 具有形式 

( ) ( )L A TA AT Aτ= − + ， A A∀ ∈ ，                            (*) 

其中T ∈ ， : Iτ →  是齐次映射，满足 ( ) ( ) [ ] ( ), , , ,A F A F A B A B B Xτ τ+ = = ∀ ∈ ，而其证明方法依

赖于 B(X)上秩一算子的存在性。文献[9]作者运用新的方法证明了维数大于 4 的半有限因子 von Neumann
代数上的 2-局部 Lie 导子具有类似的结构。 

本文刻画矩阵代数 ( )nM  和上三角矩阵代数 ( )nT  上的 2-局部Lie 导子。证明若 ( ) ( ): n nL M M→ 

为 2-局部 Lie 导子，则 L 具有形式(*)。利用该结论刻画了 ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nM M M⊕ ⊕ ⊕    到自身的 2-局

部Lie导子。证明了若 ( ) ( ): n nL T T→  是2-局部Lie导子，且 ( ) ( ) ( ) ( ), ,n nL A B L A L B I A B T+ − − ∈ ∀ ∈  ，

则 L 具 有 形 式 (*) ， 并 举 例 说 明 条 件 ( ) ( ) ( ) nL A B L A L B I+ − − ∈ 不 可 去 。 本 文 还 刻 画 了

( ) ( ) ( )
1 2 mn n nT T T⊕ ⊕ ⊕    到自身的 2-局部 Lie 导子。 

2. 主要结果及证明 

为方便讨论，令{ }, . 1

n
i j i j

E
=
为 ( )nM  的矩阵单位，即 ( ),i j 位置为 1，其他位置为 0 的矩阵， nI 为 n

阶单位矩阵。设 ,
1

1
2

n

i ii
i

U E
=

= ∑ ， 1,
2

n

i i
i

V E −
=

= ∑ ，则若 ( )nA M∈  ，使得 AU UA= ，则 A 为对角矩阵。若 AV VA= ，

则 
1 2

1 2

2

1

0

0 0

na a a
a a

A
a
a

 
 
 =
 
 
 





  



                                    (1) 

引理 2.1 ([10], Problem230) 若 ( ), nA B M∈  ， [ ], ,A B Iλ λ= ∈，则 0λ = 。 
引理 2.2 若 ( ) ( ): n nL M M→  为 2-局部 Lie 导子，则 ( ) ( ) ( ), , nL A L A A Mα α α= ∀ ∈ ∈  。 
证明 对 ,A Aα∀ ，α ∈， ( )nA M∈  ，存在 Lie 导子 ( ) ( ), :A A n nL M Mα →  ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ), ,A A A AL A L A L A L Aα αα α α α= = = 。                        □ 

定理2.3 若 ( ) ( )( ): 2n nL M M n→ ≥  为2-局部Lie导子，则存在 ( )nT M∈  和映射 ( ): n nM Iτ →  ，

使得 

( ) ( )L A TA AT Aτ= − + ， ( )nA M∀ ∈  ， 

其中 ( ) ( ) [ ] ( ), , , , nA F A F A B A B Mτ τ+ = = ∀ ∈  。 
证明 设 ( ) ( ): n nL M M→  为 2-局部 Lie 导子，则对 ( ), nA B M∀ ∈  ，存在导子 

( ) ( ), :A B n nM Mδ →  及线性映射 ( ), :A B n nM Iτ →  使得 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,A B A B A BL A L A A Aδ τ= = + ， ( ) ( ) ( ) ( ), , ,A B A B A BL B L B B Bδ τ= = + ， 

其中 [ ] ( ), , 0, ,A B nC D C D Mτ = ∀ ∈  。因为 ( )nM  上的导子为内导子，故存在 ( ),A B nT M∈  使得 

( ) ( ), , ,A B A B A BL A T A AT Aτ= − + ， ( ) ( ), , ,A B A B A BL B T B BT Bτ= − + ，               (2) 

下证(2)中 ( ) ( ), ,,A B A BA Bτ τ 是唯一确定的。 
若 ( ) ( ) ( ), , , , , ,A B A B A B A B A B A BL A T A AT A S A AS f Aτ= − + = − + ，则 ( ) ( ), , , ,,A B A B A B A BT S A f A Aτ − = −  ，由
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引理 2.1 知 ( ) ( ), , 0A B A Bf A Aτ− = ， ( ) ( ), ,A B A BA f Aτ = ，所以 ( ) ( ), ,,A B A BA Bτ τ 是唯一确定的。 

令 ( ): n nM Iτ →  ， ( ) ( ),A BA Aτ τ= ， ( ) ( ),A BB Bτ τ= ， ( ), nA B M∀ ∈  ，则(2)可以重写为 

( ) ( ), ,A B A BL A T A AT Aτ= − + ， ( ) ( ), ,A B A BL B T B BT Bτ= − + ，                  (3) 

由引理 2.2 和 (3)知 ( ) ( ) ( ), , nA A A Mτ α ατ α= ∀ ∈ ∈  ，且 ( ), 0, , 1, 2, , ;i jE i j n i jτ = = ≠ ，因为

, , ,,i j i i i jE E E =  。 
由(3)知对 ( ), nU V M∈  ，存在 ( ),U V nT M∈  使得 

( ) ( ), ,U V U VL U T U UT Uτ= − + ， ( ) ( ), ,U V U VL V T V VT Vτ= − + ， 

令 ,U VT T= ， ( )A TA ATδ = − ， ( ) ( ) ( )L A L A Aδ′ = − ， ( )nA M∀ ∈  ，则 L′仍是 ( )nM  上的 2-局部

Lie 导子。由证明 ( ) ( ), ,,A B A BA Bτ τ 的唯一性给出 τ 的定义知 ( )L A′ 也满足 (3)，且 ( ) ( )L U Uτ′ = ，

( ) ( )L V Vτ′ = 。 
对 , , 1, 2, ,i iE i n=  及 U，存在 ( )

, ,i iE U nT M∈  使得 

( ) ( )
, ,, ,i i i iE U E UL U T U UT Uτ′ = − + ， ( ) ( ), ,, , , , , ,i i i ii i E U i i i i E U i iL E T E E T Eτ′ = − + ， 

因为 ( ) ( ) nL U U Iτ′ = ∈ ，所以由引理2.1知
, ,, ,i i i iE U E UT U UT= ，故

, ,i iE UT 为对角阵，
, ,, , , , 0

i i i iE U i i i i E UT E E T− = ，

故 ( ) ( ), ,i i i i nL E E Iτ′ = ∈ 。 
对 , , , 1, 2, , ,i jE i j n i j= ≠ 及 U，存在 ( )

, ,i jE U nT M∈  使得 

( ) ( )
, ,, ,i j i jE U E UL U T U UT Uτ′ = − + ， ( ) , ,, , , , ,i j i ji j E U i j i j E UL E T E E T′ = − ， 

因为 ( ) ( ) nL U U Iτ′ = ∈ ，所以由引理 2.1 知
, ,, ,i j i jE U E UT U UT= ，故

, ,i jE UT 为对角阵， ( ), ,i j i jL E E′ ∈ 。 
对 , , , 1, 2, , ;i jE i j n i j= ≠ 及 V 存在 ( )

, ,i jE V nT M∈  使得 

( ) ( )
, ,, ,i j i jE V E VL V T V VT Vτ′ = − + ， ( ) , ,, , , , ,i j i ji j E V i j i j E VL E T E E T′ = −  

因为 ( ) ( ) nL V V Iτ′ = ∈ ，由引理 2.1 知
, ,, ,i j i jE V E VT V VT= ，故

, ,i jE VT 形如(1)。由于
, ,, , , ,i j i jE V i j i j E VT E E T− 的

( ),i j 位置为 0，所以 ( ) , , , ,, , , , , , , , , 0
i j i j i j i ji j E V i j i j E V E U i j i j E UL E T E E T T E E T′ = − = − = 。 

对 ( ), , 1, 2, ,i jE i j n∀ =  ， ( ), ,
, 1

n

i j i j n
i j

A a E M
=

= ∈∑  ，存在内导子 ( ) ( )
,, :

i jA E n nM Mδ →  使得 

( ) ( ) ( )
,, i jA EL A A Aδ τ′ = + ， ( ) ( ) ( ),, , , ,i ji j A E i j i jL E E Eδ τ′ = + ， 

由 ( ) ( ), ,i j i jL E Eτ′ = 知 ( ),, , 0
i jA E i jEδ = 。因此 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,0 0 0
i j i j i j i j

i j i j

i j A E i j A E i j i j A E i j i j i j A E i j

A E j i i j j i A E i j

E A E E AE E AE E A E

a E a E

δ δ δ δ

δ δ

= − −

= − − = =
 

即 ( )
,, 0

i jA E Aδ = ， ( ) ( ) nL A A Iτ′ = ∈ ， ( )nA M∀ ∈  。故 

( ) ( ) ( ) ( )L A A L A TA AT Aδ τ′= + = − + ， ( )nA M∀ ∈  。 

对 ( ), nA B M∀ ∈  ，令 [ ],F A B= ，则存在 ( ),A F A nT M+ ∈  及线性映射 ( ), :A F A n nM Iτ + →  ，

( ), 0A F A Fτ + = ，使得 
( ) ( ) [ ]

( ) [ ]
( )

, ,

, ,

,

, ,

,
A F A A F A

A F A A F A

A F L A F T A F

T A F A F T A F

T T A F A F

τ

τ

τ

+ +

+ +

+ = + − +

 = + + + − + 
 = − + + + 

 

另一方面， 
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( ) ( ) [ ]
( ) [ ]

( )
, ,

, ,

,

, ,

,
A F A A F A

A F A A F A

A L A T A

T A A T A

T T A A

τ

τ

τ

+ +

+ +

= −

 = + − 
 = − + 

 

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,, , ,A F A A F A A F A A F A A F A A F AA F A T T F A F A T T F F T T Fτ τ τ τ τ+ + + + + +     + − = − + + − = − + = −     ， 

由引理 2.1 知 ( ) ( )A F Aτ τ+ = 。因此 

( ) ( )L A TA AT Aτ= − + ， 

其中 ( ): n nM Iτ →  ，且 ( ) ( ) [ ] ( ), , , , nA F A F A B A B Mτ τ+ = = ∀ ∈  。                             □ 
下面我们运用类似于定理 2.3 的方法刻画 ( )nT  上的 2-局部 Lie 导子。 
定理 2.4  若 ( ) ( ): n nL T T→  为 2-局部 Lie 导子，则 
i) 存在 ( )nT T∈  及映射 ( ): n nT Iτ →  使得 ( ) ( ), ,,i j i jL E T E i j = ≠  ， ( ) ( ), , ,,i i i i i iL E T E Eτ = +  ，

且 ( ) [ ]( ) ( ), ,
1

,
n

i i i i
i

E L A T A E Aτ
=

− =∑ ； 

ii) 当 ( ) ( ) ( ) nL A B L A L B I+ − − ∈ 时，存在 ( )nT T∈  及映射 ( ): n nT Iω →  使得 

( ) ( )L A TA AT Aω= − + ； 
特别地，当 ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ = + 时，存在 ( )nT T∈  及线性映射 ( ): n nT Iω →  使得 

( ) ( )L A TA AT Aω= − + 。 
证明  i) 由于 ( )nT  上的 Lie 导子为标准 Lie 导子[11]，且其上的导子为内导子([12], Corollary2.6)，

类似于定理 2.3 的证明，令 ,U VT T= ， ( ) ( ) ( )L A L A TA AT′ = − − ，则 ( ) ( ), 0,i jL E i j′ = ≠ ， ( ) ( ), ,i i i iL E Eτ′ = ，

所以 

( ) ( ), ,,i j i jL E T E i j = ≠  ， ( ) ( ), , ,,i i i i i iL E T E Eτ = +  。 

对 ,i jE∀ ， , ,
1

n

i j i j
i j n

A a E
≤ ≤ ≤

= ∑ ， , 1, 2, , ;i j n i j= ≤ ， 存 在 内 导 子 ( ) ( )
,, :

i jA E n nT Tδ → 
及 映 射

( ): n nT Iτ →  使得 ( ) ( ) ( )
,, i jA EL A A Aδ τ′ = + ， ( ) ( ) ( ),, , , ,i ji j A E i j i jL E E Eδ τ′ = + 。因为 ( ),i j nL E I′ ∈ ，由引

理 2.1 得 ( ),, , 0
i jA E i jEδ = ，因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,, , , , , , , , , , , , , , , 0
i i i i i i i i i ii i A E i i A E i i i i i i A E i i A E i i i i i i A E i iE A E E AE E A E E AE a Eδ δ δ δ δ= − − = = ， 

故 ( ) [ ]( ) ( ), ,
1

,
n

i i i i
i

E L A T A E Aτ
=

− =∑ 。 

ii) 若 ( ) ( ) ( ) nL A B L A L B I+ − − ∈ ，则由(i)知 ( ) ( ), ,,i j i jL E T E i j = ≠  ， ( ) ( ), , ,,i i i i i iL E T E Eτ = +  。

对 ( )nA T∀ ∈  ， 

记 ( ) ( ), , , ,
1 1

n n

i j i j i j i j
i j n i j n

A L a E a L Eµ
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 
= − 

 
∑ ∑ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ] ( )

, , , , , , ,
1 1 1

, , , ,
1 1

,

, ,

n n n

i j i j i j i j i j i j i j
i j n i j n i j n

n n

i j i j i j i j
i j n i j n

L A L a E a L E A a T E E A

T a E a E A T A A

µ τ µ

τ µ ω

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 
 = = + = + +   

 
 

= + + = + 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑
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其中 ( ): n nT Iω →  ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
1 1

n n

i j i j i i i i
i j n i

A a E A a E Aω τ µ τ µ
≤ ≤ ≤ =

= + = +∑ ∑ 。同定理 2.3 中证明 

( ) ( )A F Aτ τ+ = 类似，可得 ( ) ( ) [ ] ( ), , , , nA F A F A B A B Tω ω+ = = ∀ ∈  。故 

( ) ( ) ( ), nL A TA AT A A Tω= − + ∀ ∈  。 

当 ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ = + 时， ( ) 0Aµ = ， ( ) ( ), ,
1

n

i i i i
i

A a Eω τ
=

= ∑ 。由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T A B A B T A B L A B L A L B TA AT A TB BT Bω ω ω+ − + + + = + = + = − + + − + ， 
知 ( ) ( ) ( ) ( ), , nA B A B A B Tω ω ω+ = + ∀ ∈  。由引理 2.2 知 ( ) ( ) ( ), , nA A A Tω α αω α= ∀ ∈ ∈  ，因此

( ): n nT Iω →  是线性映射。                                                                □ 
下面的例子表明若上三角矩阵代数 ( )nT  上的 2-局部 Lie 导子 L 不满足条件 

( ) ( ) ( ) nL A B L A L B I+ − − ∈ ，则 L 不具有定理 2.4 中的形式。 

例 2.5 设 ( ) 11 12
2 11 12 22

22

: , ,
0
a a

T a a a
a

   = ∈  
   

  为 2 2× 的上三角矩阵代数， ( )2 2:f T I→  为线性映

射 。 对 任 意 的 ( )11 12
2

220
a a

A T
a

 
= ∈ 
 

 ， 定 义 ( ) ( )2 2:L T T→  ： ( ) ( )L A f A= 若 11 22a a≠ ；

( ) ( )120
0 0

a
L A f A

− 
= + 
 

若 11 22a a= 。则 L 为 ( )2T  上的 2-局部 Lie 导子，但 L 不满足条件

( ) ( ) ( ) 2L A B L A L B I+ − − ∈ ，L 不具有定理 2.4 中的形式。 

事实上对 ( )11 12 11 12
2

22 22

,
0 0

a a b b
A B T

a b
   

∀ = = ∈   
   

 ， 

i) 当 11 22 11 22,a a b b≠ ≠ 时，令 ( ) 0Xδ = ， ( )2X T∀ ∈  ， ( )2 2:f T I→  为 L 定义中的映射，则存在

Lie 导子 ( ) ( ), 2 2:A BL T T→  为 ( ) ( ) ( ),A BL X X f Xδ= + , ( )2X T∀ ∈  ，且 ( ) ( ) ( ),A BL A f A L A= = ，

( ) ( ) ( ),A BL B f B L B= = ； 

ii) 当 11 22 11 22,a a b b= = 时，令 ( )2

1 0
0 0

T T
− 

= ∈ 
 

 ， ( )X TX XTδ = − ， ( )2X T∀ ∈  ， ( )2 2:f T I→ 

为 L 定义中的映射，则存在 Lie 导子 ( ) ( ), 2 2:A BL T T→  为 ( ) ( ) ( ),A BL X X f Xδ= + , ( )2X T∀ ∈  ，且

( ) ( ) ( )12
,

0
0 0 A B

a
L A f A L A

− 
= + = 
 

， ( ) ( ) ( )12
,

0
0 0 A B

b
L B f B L B

− 
= + = 
 

； 

iii) 当 11 22 11 22,a a b b≠ = 时，令

12

22 11

1
2

10
2

a
a aT

 − − =
 
 
 

， ( )X TX XTδ = − ， ( )2X T∀ ∈  ， ( )2 2:f T I→ 

为 L 定义中的映射，则存在 Lie 导子 ( ) ( ), 2 2:A BL T T→  为 ( ) ( ) ( ),A BL X X f Xδ= + , ( )2X T∀ ∈  ，且

( ) ( ) ( ),A BL A f A L A= = ， ( ) ( ) ( )12
,

0
0 0 A B

b
L B f B L B

− 
= + = 
 

。 类 似 地 若 11 22 11 22,a a b b= ≠ ， 令

12

22 11

1
2

10
2

b
b bT

 − − =
 
 
 

， ( )X TX XTδ = − ， ( ) ( ) ( ),A BL X X f Xδ= + ， ( )2X T∀ ∈  ， 则

( ) ( ) ( )12
,

0
0 0 A B

a
L A f A L A

− 
= + = 
 

， ( ) ( ) ( ),A BL B f B L B= = 。 
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因此 L 为 ( )2T  上的 2-局部 Lie 导子。当取 ( )2

1 0 0 1
,

0 0 0 0
A B T   
= = ∈   
   

 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 1
0 0

L A B L A L B f A B f A f B I 
+ − − = + + − − ∉ 

 
 ，L 不满足条件 

( ) ( ) ( ) 2L A B L A L B I+ − − ∈ 。 

下证 L 不具有形式 ( ) ( )L A TA AT f A= − + 。若 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, , :L A TA AT f A T T f T I= − + ∈ →   。 

设
11 12

22

,
00
t ta c

A T
tb

  
= =   
   

，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 12 12 11 22

22 22

0
0 00 0 0 0
t t t ta c a c b a t c t t

L A f A f A
t tb b

− + −       
= − + = +       

        
。 

当 a b≠ 时，由 L 的定义得 ( ) ( )L A f A= ，故 ( ) ( )12 11 22 0b a t c t t− + − = ，取 1, 2, 1a b c= = = 得

12 11 22 0t t t+ − = ，取 2, 1, 1a b c= = = 得 12 11 22 0t t t− + − = ，所以 12 11 220,t t t= = 。 

当 a b= 时，由 L 的定义得 ( ) ( )
0
0 0

c
L A f A

− 
= + 
 

，另一方面 ( ) ( ) ( )11 220
0 0

c t t
L A f A

− 
= + 
 

，因此

11 22 1t t− = − ，矛盾。故 L 不具有形式 ( ) ( )L A TA AT f A= − + 。 

定理 2.6 i) 若 ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nM M M= ⊕ ⊕ ⊕    ， ( )  为 的中心，

1 2 mn n nI I I I= ⊕ ⊕ ⊕ 为 

 的 单 位 元 ， :L →  为 2- 局 部 Lie 导 子 ， 则 存 在 T ∈ 及 映 射 ( ):τ →   使 得

( ) [ ] ( ), ,L A T A A Aτ= + ∀ ∈ ，其中 ( ) ( ) [ ], , , ,A F A F A B A Bτ τ+ = = ∀ ∈ 。 
ii) 若 ( ) ( ) ( )

1 2 mn n nT T T= ⊕ ⊕ ⊕    ， ( )  为 的中心，
1 2 mn n nI I I I= ⊕ ⊕ ⊕ 为 的单位元，

:L →  为 2-局部 Lie 导子且对 ,A B∀ ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ − − ∈  ，则存在T ∈ 及映射

( ):τ →   使得 ( ) [ ] ( ), ,L A T A A Aτ= + ∀ ∈ ，其中 ( ) ( ) [ ], , , ,A F A F A B A Bτ τ+ = = ∀ ∈ 。特别地，

当 ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ = + 时，τ 为线性映射。  
证明 为方便讨论，令 0 0 0

kk nP I= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕  ， k kP I P⊥ = − 。 
对 ,A B∀ ∈ ，存在 Lie 导子

,k kAP BP
L ⊥ 使得 

( ) ( ),k k
k kAP BP

L AP L AP⊥
⊥ ⊥= ， ( ) ( ),k k

k kAP BP
L BP L BP⊥= ，

 

( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

0 ,

, ,

, ,

k k

k k k k

k kAP BP

k k k kAP BP AP BP

k k k k

L AP BP

L AP BP AP L BP

L AP BP AP L BP

⊥

⊥ ⊥

⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥

 =  

   = +   
   = +   

， 

即 ( ) ( ) ( ) ( )0 k k k k k k k kL AP BP BP L AP AP L BP L BP AP⊥ ⊥ ⊥ ⊥= − + − ，两边同乘以 kP 得 

( ) ( )k k k k k kP L AP BP BP L AP P⊥ ⊥= ，因此存在 ( )k k kf AP P⊥ ∈ 使得 

( ) ( )k k k kL AP P f AP⊥ ⊥= 。                                 (4) 

根据 2-局部 Lie 导子的定义，对 A∀ ∈ 和 kAP ，存在T ∈ 和线性映射 ( ):g →   使得 

( ) [ ] ( ),L A T A g A= + ， ( ) [ ] ( ),k k kL AP T AP g AP= + ， 

对 A∀ ∈ 和 kAP⊥ ，存在 S ∈ 和线性映射 ( ):h →   使得 

( ) [ ] ( ),L A S A h A= + ， ( ) ( ),k k kL AP S AP h AP⊥ ⊥ ⊥ = +  ， 
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则 [ ] ( ) [ ] ( ), ,T A g A S A h A+ = + ，即 [ ] ( )( ) [ ] ( )( )
1 1

, ,
m m

k k k k k k
k k

TP AP g A P SP AP h A P
= =

+ = +∑ ∑ ，故 

[ ] ( ) ( )( )
1 1

,
m m

k k k k
k k

TP SP AP h A g A P
= =

− = −∑ ∑ ，由于 ( ) ( )( ) k kh A g A P P− ∈ ，则由引理 2.1 可得 

[ ], 0k k kTP SP AP− = ， ( ) ( )k kg A P h A P= ， [ ], 0T S A− = ， ( ) ( )g A h A= 。故 

( ) [ ] ( )
[ ] ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

, ,

, ,

k k k k

k k k k k k

k k k k

L A T A g A

T AP g AP T AP g AP

T AP g AP S AP h AP g AP h AP

L AP L AP g AP h AP

⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥

= +

 = + + + 
 = + + + + − 

= + + −

， 

则由此式和(4)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

k k k k k k k k

k k k k k k k

L A P L AP P L AP P g AP h AP P

L AP P f AP g AP h AP P

⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥

= + + −

= + + −
。                 (5) 

i) 当 ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nM M M= ⊕ ⊕ ⊕    时，令 ( )0 0

kk nM= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕   ，由于 L 为 2-局部

Lie 导子，故 ( ) :k k k kL AP P →  也是 2-局部 Lie 导子，由定理 2.3 知，存在 k kT ∈ 及映射 : kk kl P→  使

得 

( ) [ ] ( ),k k k k k kL AP P T AP l AP= + ，                           (6) 

令 ( ) :k k kA P Pτ →  为 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )k k k k k k k k kA P f AP g AP h AP P l APτ ⊥ ⊥ ⊥= + − + ， 则由(5)和(6)得 

( ) [ ] ( ),k k k k kL A P T AP A Pτ= + 。                            (7) 

令 ( ) ( ) ( )
1 1

: , ,
m m

k k k
k k

A A P T Tτ τ τ
= =

→ = =∑ ∑   ，则由(7)得， 

( ) ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )
1 1

, , ,
m m

k k k k k
k k

L A L A P T AP A P T A A Aτ τ
= =

= = + = + ∀ ∈∑ ∑  。            (8) 

对 ,A B∀ ∈ ，令 [ ],F A B= ，则存在 ,A F AT + ∈ 及线性映射 ( ), :A F Aω + →   ， ( ), 0A F A Fω + = ，

使得 
( ) ( ) [ ]

( ) [ ]
( )

, ,

, ,

,

, ,

,
A F A A F A

A F A A F A

A F L A F T A F

T A F A F T A F

T T A F A F

τ

ω

ω

+ +

+ +

+ = + − +

 = + + + − + 
 = − + + + 

 

另一方面， 
( ) ( ) [ ]

( ) [ ]
( )

, ,

, ,

,

, ,

,
A F A A F A

A F A A F A

A L A T A

T A A T A

T T A A

τ

ω

ω

+ +

+ +

= −

 = + − 
 = − + 

 

因此 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,, , ,A F A A F A A F A A F A A F A A F AA F A T T F A F A T T F F T T Fτ τ ω ω ω+ + + + + +     + − = − + + − = − + = −      ，

( ) ( )( ) , ,k A F A kA F A P T T F Pτ τ + + − = −  。由引理 2.1 知 ( ) ( )k kA F P A Pτ τ+ = ， ( ) ( )A F Aτ τ+ = 。因此

( ) ( )L A TA AT Aτ= − + ，其中 ( ) ( ) [ ], , , ,A F A F A B A Bτ τ+ = = ∀ ∈ 。 
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ii) 当 ( ) ( ) ( )
1 2 mn n nT T T= ⊕ ⊕ ⊕    时，若对 ,A B∀ ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ − − ∈  ，则 

( ) ( ) ( )k k k kL A B P L A P L B P P+ − − ∈ ， ( )( ) ( ) ( )k k k kL A B P L AP L BP P+ − − ∈ 。        (9) 

不妨设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kg A L A L AP L AP⊥= − − ∈  ，则由(5)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k kL A P L AP P L AP P g A P L AP P f AP g A P⊥ ⊥= + + = + + ， 

令 ( )0 0
kk nT= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕   ，因为 L 为 2-局部 Lie 导子，所以 ( ) :k k k kL AP P →  也是 2-局部 Lie

导子，由 (9)和定理 2.4 知，存在 k kT ∈ 和映射 :k k kl P→  使得 (6)成立。同 (i)的证明类似，令

( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k kA P f AP g A P l APτ ⊥= + + ，则(7)成立。令 ( ) ( )
1

m

k k
k

A A Pτ τ
=

= ∑ ，
1

m

k
k

T T
=

= ∑ ，则 ( )L A 具有形

式(8)，且 ( ) ( ) [ ], , , ,A F A F A B A Bτ τ+ = = ∀ ∈ 。 

当 ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ = + 时， ( ) ( ) ( ) ( )k k k kL A L AP AP L AP L AP⊥ ⊥= + = + ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ),k k k k k k k k k k k k k k kL A P L AP P L AP P L AP P f AP T AP l AP f AP⊥ ⊥ ⊥= + = + = + + ， 

令 ( ) ( ) ( )k k k k k kA P f AP l APτ ⊥= + ，则 ( ) [ ] ( ),k k k k kL A P T AP A Pτ= + 。令 ( ) ( )
1

m

k k
k

A A Pτ τ
=

= ∑ ，
1

m

k
k

T T
=

= ∑ ，

则对 A∀ ∈ ， ( )L A 为形式(8)，且由于 ( ) ( ) ( )L A B L A L B+ = + ，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T A B A B T A B TA AT A TB BT Bτ τ τ+ − + + + = − + + − + ， ( ) ( ) ( )A B A Bτ τ τ+ = + ，且由引理 2.2，
τ 为线性映射。                                                                            □ 
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