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摘  要 

本文给出随机环境中的M/M/n排队系统的定义，随机环境中的M/M/n排队系统的平衡条件 

( ){ }| 1 1P θ ρ θ∗ ∗ ∗∈Θ < = ， ( )L θ ∗ ， ( )qL θ ∗ ， ( )K θ ∗ 的表达式及其关系，最后给出 X ∗ 的转移概率

( ), ; ,p t i jθ ∗ 的随机Kolmogorov向前和向后方程。 
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Abstract 
In this paper, we give the definition of M/M/n queuing system in random environment, the equili-
brium condition of M/M/n queuing system in random environment ( ){ }| 1 1P θ ρ θ∗ ∗ ∗∈Θ < = , the 

expressions of ( )L θ ∗ , ( )qL θ ∗ , ( )K θ ∗  and their relations, finally the random Kolmogorov for-

ward and backward equations of ( ), ; ,p t i jθ ∗  of X ∗  are given. 
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1. 引言 

排队系统一直是运筹学的热点，众多国内外学者对此做了广泛的研究，如 Wang [1]等学者研究

了具有相关正、负顾客到达的 MMBP/Geo/1 队列，Bae [2]等人考虑顾客耐心恒定的条件下，得到了

在繁忙周期内工作负载过程中的水平的预期下穿及繁忙周期的预期长度。Taufemback [3]提出了基于

排队论的有关银行超额准备金最优管理的方法，Laxmi [4]等人分析了一个具有延迟、叛逆和异构服

务器的更新输入多个工作假期队列，得到了一些较实用的数值结果，Rajadurai [5]分析了伯努利计划

下具有休假和休假中断的重试 G-队列，得到了较好的理论结果。目前对于随机环境中的随机过程的

研究已进入一个新阶段，诸如具有代表性的随机环境中的马氏过程[6]、随机环境中的生灭过程[7]、
随机环境中分支 q-过程[8]、随机环境中的泊松过程[9]等。从对经典 M/M/n 排队系统的研究得出其为

一生灭过程，本文由此受到启发，基于目前对随机环境中排队过程的研究较少的现状，结合[6] [7] [8] 
[9] [10]等文，对随机环境中的 M/M/n 排队系统进行研究。随着国内外数学家研究的进一步深入，随

机 环 境 中 的 随 机 过 程 理 论 日 益 完 善 。 胡 在 [ 7 ] 中 构 造 性 地 证 明 了 随 机 环 境 中 生 灭 

过程存在的条件为
( ) ( )

( ) ( ) ( )
* * * *

1

* * * * * *
1 1 1

n k n

n k k k n

µ θ µ θ

λ θ λ θ λ θ

∞ +

= = +

= ∞∑∑




。吕在[8]中引进随机环境中一致马氏过程，给出随 

机环境中分枝 q-过程存在性和唯一性的充分条件，最后证明了任意随机分枝转移密度矩阵都是零流入的。

2020 年，单在[9]中引入随机环境中的泊松过程，证明了随机环境中泊松过程是一类特殊的随机环境中马

氏过程，并给出其随机 Kolmogorov 方程。高在[10]中引入随机环境中双移民生灭过程的概念，并研究其

转移矩阵的平稳分布 * * *Pπ π= 。本文给出随机环境中的 M/M/n 排队系统的定义，随机环境中的 M/M/n
排队系统的平衡条件 ( ){ }| 1 1P θ ρ θ∗ ∗ ∗∈Θ < = ，在平衡状态下的一些结果，如 ( )*L θ ， ( )*

qL θ ， ( )*K θ 的

表达式及其关系，最后给出 *X 的转移概率 ( )* , ; ,p t i jθ 的随机 Kolmogorov 向前和向后方程。 

2. 符号及定义 

令 X N= 为一状态空间， ( ), BΘ 是任一抽象可测空间， ( ){ }* ,X X t t R+= ∈ ， { }* ,t t Rξ ξ += ∈ 是概率

空间 ( ), ,F PΩ 上分别取值于 X 和Θ的两个随机过程， *Θ 是从 R+ 到Θ上的函数集，对每个 * *θ ∈Θ ，

0, 0s t≥ > ， [ )* ,s s tθ + 为 *θ 在 [ ),s s t+ 上的局限， [ ) [ ){ }* * * *, , :s s t s s tθ θΘ + = + ∈Θ ，p 为 *Θ 上的时齐的

随机转移函数，参见[6]，即 [ )( )* , ; ,p s s t i jθ + 不依赖于 s (对每个 * *θ ∈Θ ， 0t > ， ,i j X∈ )。 
定义 1 如果一排队系统满足： 
1) 对 * *θ∀ ∈Θ ，记 ( ){ }* * , 0N N t t= ≥ 是顾客进入服务系统的过程，且 *N 服从强度参数为 ( )*λ θ 的

随机环境中的泊松过程(参见[9])，其中 ( )*N t 表示在 * *ξ θ= 下，时刻 t 进入系统的人数。 
2) 对任意固定的 * *θ ∈Θ ，若记 { }* * , 0kJ J k= ≥ 为顾客相继到达时间间隔序列，那么随机变量序列

{ }* , 0kJ k ≥ 为独立同分布随机变量序列，且 ( )( )* *
1 ~ 1,J λ θΓ 。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2021.102055
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


单超超，池夏夏 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.102055 508 应用数学进展 
 

3) 对 * *θ∀ ∈Θ ，记 { }* * , 0kB B k= ≥ 为顾客的服务时间序列， { }* * , 0kB B k= ≥ 为独立同分布随机变量

序列， ( )( )* *
1 ~ 1,B µ θΓ ，且满足 *B 与 *J 相互独立。 

4) 该系统中有 ( )1n n ≥ 个服务台。 
则称该系统为随机环境 *Θ 中的 M/M/n 系统。 
例 1 考虑一随机环境中依时的马氏链 ( ),X ξ



(参见[12])，其相应的状态空间 { }0,1,2,X =  。A 是由 X
生成的σ 代数，环境集取 ( )0,1Θ = ，B 是由 Θ生成的 σ 代数。如下定义该马氏链的随机转移矩阵

( ) ( )( ); , , ,P p x y x y Xθ θ= ∈ ： 

( ) ( ) ( );0, ;1, , 1 ;xp x p x k xθ θ θ θ= = ∈Θ ≥  

( ) ( ) ( )
1

;0,0 ;1,0 1 ;x
x

p p kθ θ θ θ
∞

=

= = − ∈Θ∑  

( ) ( ); , 0, , 2, 1 ;p n x n x nθ θ= ∈Θ ≥ < −  

( ) ( ) ( ); , ; ,1, 1 , 2, 1 ,p n x p x n n x nθ θ θ= − + ∈Θ ≥ ≥ −  

其中 2 3
1 0

0, 0, 1, 1x x x
x x

k k k k k
∞ ∞

= =

+ + > ≥ < =∑ ∑ 。则该随机环境中依时的马氏链为一随机环境中的排队过程。 

接下来，令 ( ){ }* * , 0X X t t= ≥ 为系统的状态过程，其中 ( )*X t 表示在 * *θ∀ ∈Θ 下，时刻 t 系统中的

顾客数(包含正在接受服务的顾客数)。我们记事件{ }*
kt X t t< < + ∆ 表示系统中有 k 个服务台在时间间隔

( ),t t t+ ∆ 中结束服务，易知 0 k n≤ ≤ 。 
下面着手推导随机环境 * *θ∀ ∈Θ 下的 M/M/n 排队系统的状态过程 *X 的转移概率。容易想到一个服

务台在 t 时刻正在服务，经过 t∆ 时间后，它没有结束服务的概率为 

[ ) [ ){ } ( ) ( ) ( )
*

* * * * *| , , , e 1
t

P B t t B t t t t t t t t o t
µ θ

ξ θ µ θ
− ∆

> + ∆ > + ∆ = + ∆ = = − ∆ + ∆  

那么其对立事件，该服务台结束服务的概率为 

[ ) [ ){ } ( ) ( ) ( )
*

* * * * *| , , , e 1
t

P B t t B t t t t t t t t o t
µ θ

ξ θ µ θ
− ∆

> + ∆ > + ∆ = + ∆ = = − ∆ + ∆  

又因为事件 ( ) ( ) [ ) [ ){ }* * * *| , ,N t t N t n t t t t t tξ θ+ ∆ − = + ∆ = + ∆ 与事件 

( ) [ ) [ ){ }( )* * *| , ,X t i t t t t t t i Xξ θ= + ∆ = + ∆ ∈ 独立，因此当 0t∆ ↓ 时，系统中总人数增加一位的概率

为： 

( ) ( ) ( ) [ ) [ ){ }

( ) ( ) ( ) [ ){ }
( )

( ) ( ) ( ) [ ){ } ( )

( ) [ ){ } ( ) ( ) [ ){ } ( )

* * * * *
, 1

min ,
* * * * *

0

* * * * *
0

* * * * * *
0

, 1 | , , ,

, 1 | , ,

, 1 | , ,

| , , 1 | ,

e

i i

i n

k
k

p t P X t t i X t i t t t t t t

P t X t t N t t N t k X t i t t t

P t X t t N t t N t X t i t t t o t

P t X t t X t i t t t P N t t N t t t t o t

µ

θ ξ θ

θ

θ

θ θ

+

=

−

∆ ≡ + ∆ = + = + ∆ = + ∆

= < < + ∆ + ∆ − = + = + ∆

= < < + ∆ + ∆ − = = + ∆ + ∆

= < < + ∆ = + ∆ + ∆ − = + ∆ + ∆

=

∑

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *min ,
*

*

e
i n

t t
t o t

t o t

θ λ θ
λ θ

λ θ

∆ − ∆  ∆ + ∆ 
 

= ∆ + ∆

 

系统中总人数减少一位的概率为： 
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( ) ( ) ( ) [ ) [ ){ }

( ) ( ) ( ) [ ){ }
( )

( ) ( ) ( ) [ ){ }
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* * * * *
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θ ξ θ

θ
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θ

−

=

∆ ≡ + ∆ = − = + ∆ = + ∆
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= < < + ∆ + ∆ − = = + ∆

+ < < + ∆ + ∆ − = = + ∆ + ∆
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* * *

* * *

min , 1
1
min ,
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2 *
min ,

*

*

*

1 e e e

1 e e e

min ,

, 1, 2, , 1,

, , 1, 2, .
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t t t

i n

i n
t t t

i n

C

C t o t

i n t o t

i t o t i n

n t o t i n n n

µ θ µ θ λ θ

µ θ µ θ λ θ
λ θ

µ θ

µ θ

µ θ

−
− ∆ − ∆ − ∆

−
− ∆ − ∆ − ∆

  = −  
  

   + − ∆ + ∆   
   

= ∆ + ∆

 ∆ + ∆ = −= 
∆ + ∆ = + +





 

同理可得，当 2j i− ≥ 时： 

( ) ( ) ( ) [ ) [ ){ }
( )

* * * * *
, , | , , ,i jp t P X t t j X t i t t t t t t

o t

θ ξ θ∆ ≡ + ∆ = = + ∆ = + ∆

= ∆
 

所以我们可以得到： 

( ) ( ) ( ) [ ) [ ){ }
( ) ( ) ( )

* * * * *
,

* *

, | , , ,

1

i i

i

p t P X t t j X t i t t t t t t

t t o t

θ ξ θ

λ θ µ θ

∆ ≡ + ∆ = = + ∆ = + ∆

= − ∆ − ∆ + ∆
 

其中 

( )
( )
( )

*

*

*

, 1, 2, , 1,

, , 1, 2, .
i

i i n

n i n n n

µ θ
µ θ

µ θ

 = −= 
= + +





                              (1) 

根据随机环境中生灭过程[7]的定义知，随机环境中的 M/M/n 排队系统的状态过程 ( ){ }* , 0X t t ≥ 是一

随机环境中的生灭过程。生率为 

( ) ( )* * , , 0,1, 2, .i iλ θ λ θ= =   

灭率由(1)式给出。 
由[10]可知，当满足 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

* * *
0 1 1

* * *
1 1 2

,k

k k

λ θ λ θ λ θ

µ θ µ θ µ θ

∞ −

=

< ∞∑




 

时，随机环境中的生灭过程存在平稳分布。即 

( )
( )

( )
( )

1

1

1 ,
! !

k k
nn

k k n

n
k n n

λ θ λ θ

µ θ µ θ

∗ ∗
− ∞

∗ ∗
= =

   
   + < ∞
   
   

∑ ∑  

记 
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( ) ( )
( )

,
n

λ θ
ρ θ

µ θ

∗
∗

∗
≡  

那么，当满足 

( ){ }| 1 1P θ ρ θ∗ ∗ ∗∈Θ < =  

时， ( ){ }* , 0X t t ≥ 有平稳分布，且平稳分布为 

( )( )

( )

* *
0

*

* *
0

, 1, 2, , 1
!

, , 1,
!

k

k
n k

n
k n

k
n

k n n
n

ρ θ π

π
ρ θ π


 = −

= 

 = +






                               (2) 

( )( ) ( )( )
( )( )

1

1
*
0

0 ! ! 1

k n
n

k

n n

k n

ρ θ ρ θ
π

ρ θ

−
∗ ∗

−

∗
=

 
 = + −  

∑                               (3) 

其中， *
kπ 表示随机环境中的 M/M/n 排队系统处于平衡状态后，系统中有 k 个顾客的概率。 

3. 平衡状态下的一些结果 

由第二节中推导的平稳分布，可以得到随机环境中的 M/M/n 排队系统的几个重要的数量指标和一些

重要结果。对 * *θ∀ ∈Θ ， ( )*L θ 表示给定环境为 *θ 时的系统的队长， ( )*
qL θ 为给定 *θ 时的等待队长，

( )*K θ 表示平均占用服务台数。 
命题 1 当 * *ξ θ= 且满足系统平稳条件 ( ){ }| 1 1P θ ρ θ∗ ∗ ∗∈Θ < = 的情况下，我们有： 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )( )
*

2, ,
1

n
qK E L

λ θ ρ θ π
θ θ

µ θ ρ θ

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
= =

−
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

*

2 .
1

n
qE L E L K

ρ θ π λ θ
θ θ θ

µ θρ θ

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗∗
= + = +

−
 

证：由(2)式和(3)式可以得到 ( )*
qL θ 的分布律： 

( ){ } ( )

( ){ } ( )( )

* *
0

* *
0

0 0

, 1, 2,3,
!

0 , 0
!

n n k

q n k

j
n n

q j
j j

n
P L k k

n

n
P L k

j

ρ θ
θ π π

ρ θ
θ π π

+ ∗
∗

+

∗

∗

= =


 = = = =




= = = =


∑ ∑



 

其中 *
0π 由(3)式确定。从而可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

* * * * * *
* * * * * *

0 02 2* *0
|

! ! 1 1

n nk
n

q q
k

n n
E L E L k

n n

ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ π
θ θ ξ θ π π

ρ θ ρ θ

∞

=

 = = = = = 
− −

∑  

由重期望的计算公式可得 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )
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1
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0 1

1
*
02

1

|
! !

1
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k
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nk
n
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π
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∞ − ∞

∗ ∗

= = =

∗ ∗ ∗∗
−
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 
  = = = = +  
  

  + −  = + 
− −

 

∑ ∑ ∑

∑

 

那么根据 ( )( )E L θ ∗ 和 ( )( )qE L θ ∗ 的表达式，平均占用服务台的个数 ( )*K θ 为 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )
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( )( )
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( ) ( )
( )

*
1 0*

02 2
1

1
*
0

1

* *
1

* * *
0 0

0

*
*
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q
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n
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n
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π

ρ θ ρ θ
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π
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ρ θ ρ θ ρ θ
ρ θ π π
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λ θ
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∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
−

∗ ∗=

∗ ∗
−

∗
=

∗
−

∗
=

= −

  + −  = + − − − −  

 
 = + − − −  

= +
−

= =

∑

∑

∑

 

再由 ( )*K θ 的表达式，可以得到 ( )( )*E L θ 更为简洁的表达式 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

* * *
* * *

2 **1

n
qE L E L K

ρ θ π λ θ
θ θ θ

µ θρ θ
= + = +

−
 

命题 2 当 * *ξ θ= 且满足系统平稳条件 ( ){ }| 1P θ ρ θ∗ ∗ ∗∈Θ < 的情况下，记 *W 为随机环境下顾客的等

待时间，则 *W 的分布函数 ( )*
*,

W
F t θ 为 

( )
( )

( ) ( )( )* *
*

** 1

*

0, 0,

, 1 e , 0.
1

n tnW

t

F t t
µ θ ρ θπθ

ρ θ

− −

≤


=  − > −

 

证：在证明之前给出在随机环境 * *ξ θ= 下，顾客到达服务机构需要等待和不需要等待的概率，记需

要等待的概率为 *p ，于是 

( ){ } ( ) ( )( )
( )( ) ( )
** *

* * * * * * *
0 0 **

|
! 1! 1

n
n k

n
k

k n k n

nn
p P L n

n n

ρ θρ θ π
θ ξ θ π π π

ρ θρ θ

∞ ∞

= =

= ≥ = = = = =
−−

∑ ∑  

从而在随机环境 * *ξ θ= 下，顾客到达服务机构不需要等待的概率为 

( )( )
( )( )

( )
( )

*
* *

0

1
1 1

1! 1

n

nn
p

n

ρ θ ρ θ π
π

ρ θρ θ

∗ ∗

∗∗

− −
− = − =

−−
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易见 

{ } ( ){ } ( )
*

* *
*

0 1
1

nP W P L n
π

θ
ρ θ

= = < = −
−

 

对 0t∀ > ， 

( ) { } { } { }*
* * * *, 0 0 .

W
F t P W t P W P W tθ = < = = + < <  

接下来要解决 { }*0P W t< < 的具体表达式，因为 

{ } { } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

*

*

* * * *

* * * * * * *

1*
* * * *

0

* *
* *

0
*1 1* *

*
0

0 0 | 0 |

0 | e d
1

e d
!

e d 1 e
1

k n
k n k nt

n x
k k

k n k n
k n

t
n x

n
k n

t n x n tn
n

P W t P W t P W t L k P L k

n x
P W t L k x

k n

n x
n x

k n

n x

µ θ

µ θ

µ θ ρ θ µ θ ρ θ

ξ θ θ θ

µ θ
θ π π

µ θ ρ θ
π µ θ

π
µ θ π

ρ θ

∞

=
− +

−
∞ ∞ −

= =
−

∞ −

=

− − − −

< < = < < = = < < = =

= < < = =
Γ − +

=
−

 
= = −− 

∑

∑ ∑ ∫

∑∫

∫ 


 

因此 

( )
( )

( ) ( )( )*
** 1

0, 0,

, 1 e , 0.
1

n tnW

t

F t t
µ θ ρ θπθ

ρ θ

∗ ∗− −

∗

≤


=  − > −

 

注 1：上述 { }*0P W t< < 的推导过程中，利用到了如下引理： 

引理 1 见[11]。设 1 2, , , nξ ξ ξ 为 n 个独立同分布的随机变量，且 ( )1 ~ 1,ξ αΓ ，则 ( )
1

~ ,
n

i
i

nξ α
=

Γ∑ ，即
1

n

i
i
ξ

=
∑

为具有密度函数 

( ) ( ) ( )
1

e , 0
0

0, 0

n n
xx x

f x n
x

αα
α

−
−

>= Γ >
 ≤

 

的 n 阶埃尔朗随机变量，其中 ( ) 1

0

e dn xn x x
∞

− −Γ = ∫ ，称 ( )nΓ 为参数是 n 的Γ函数。 

由 ( )*
*,

W
F t θ 的表达式，我们可以得到 *W 的密度函数 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )*

* * 1*

0, 0,

,
1 e , 0,

1
n tnW

n

t

f t
t n t

µ θ ρ θθ π
δ µ θ π

ρ θ

∗ ∗− −∗
∗

<
 =  − + ≥ − 

 

其中 ( )tδ 为狄拉克函数，简称为δ 函数。它有如下性质： 
1) 当 0t ≠ 时， ( ) 0tδ = ；当 0t = 时， ( )tδ = ∞。 
2) ( ) ( )t tδ δ− = 。 

3) 对任意连续函数 ( )tϕ 有 ( ) ( ) ( )d 0t t tϕ δ ϕ
∞

−∞

=∫ 。 ( )tδ 可以看成单跳跃函数 
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( )
1, 0
0, 0

t
t

t
µ

>
=  ≤

 

的导数，即 

( ) ( )d
d

t
t

t
µ

δ =  

由 ( )*
*,

W
F t θ ，或 ( )*

*,
W

f t θ 的表达式可以得到 *W 的数学期望： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

*

* *

*

* * * *

0

* 1* * *
*

0 0 0

** **

2 2 ** * * *

| d ,

, d 1 d e d
1

1 1

W

n tn
nW

qnn

E W t F t

tf t t t t t n t t

E L

n

µ θ ρ θ

ξ θ θ

π
θ δ µ θ π

ρ θ

θρ θ ππ
λ θµ θ ρ θ λ θ ρ θ

−

− − −

∞

∞ ∞ ∞ − −

 = = 

 
 = = − +
 − 

= = =
− −

∫

∫ ∫ ∫  

定理 1 当 * *ξ θ= ，且满足随机环境中的排队系统平稳条件，设 *T 表示一位顾客在系统中的逗留时

间，那么有 ( )( ) ( )* * * * *|E T E Lξ θ θ λ θ = =  ，并且 *T 的分布函数为： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

* *

*

*

* **

* * * * *

* *
*

* * * *

* * *

0, 0,

1 e e , , 0,

, 1 e
1

e e , , 0.

t t
n

t n
T

n tt

t

n t n t

F t
n

n t

µ θ µ θ

µ θ

µ θ λ θµ θ

µ θ π µ θ λ θ µ θ

µ θ πθ
ρ θ µ θ λ θ µ θ

µ θ λ θ µ θ

− −

−

− −−

≤

 − − = + >

=  − −
 − − −

  
× − ≠ + >    

 

证：1) 由于在随机环境 * *ξ θ= 下，顾客接受服务的时间 *B 与等待时间 *W 独立，于是 
* * *T W B= +  

因此 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

** *
* * * * * * * * *

2 * ** *

1| | |
1

n E L
E T E W E B

θρ θ π
ξ θ ξ θ ξ θ

µ θ λ θλ θ ρ θ
= = = + = = + =

−
 

2) 当 0t > 时，我们有 

{ } { }

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )

( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

* * * * * * *

* * *

0

*

0

*

0

| |

| e d

e d

1 e e d
1

t
x

t
x

t n t x xn

P T t P W B t

P W B t B x x

P W t x x

x

µ θ

µ θ

µ θ λ θ µ θ

ξ θ ξ θ

µ θ

µ θ

π
µ θ

ρ θ

∗

∗

∗ ∗ ∗

−∗

−∗

− − − −∗
∗

< = = + < =

= + < =

= < −

 
 = −
 − 

∫

∫

∫
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( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

* *

* *

* * * *

* * *

1 e e ,
1

1 e
1

e e ,

n tt n

t n

n tt

t
n

t

n

n

µ θ λ θµ θ

µ θ

µ θ λ θµ θ

µ θ π
µ θ λ θ µ θ

ρ θ

µ θ π

ρ θ µ θ λ θ µ θ

µ θ λ θ µ θ

∗ ∗∗

∗

∗ ∗∗

− −− ∗ ∗ ∗
∗

−

− −−


 − − = +
 −



= − −
− − −

  × − = +   

 

所以 *T 的分布函数为 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

*

*

* * * * *

* *
*

* * * *

* * *

0, 0,

1 e e , , 0,

, 1 e
1

e e , , 0.

t t
n

t n
T

n tt

t

n t n t

F t
n

n t

µ θ µ θ

µ θ

µ θ λ θµ θ

µ θ π µ θ λ θ µ θ

µ θ π
θ

ρ θ µ θ λ θ µ θ

µ θ λ θ µ θ

∗

∗

∗ ∗∗

− −

−

− −−

≤

− − = + >


= − −
 − − −


 × − ≠ + >   

 

又因为 *T 是连续型随机变量，我们可以由 ( )*
*,

T
F t θ 得到 *T 的密度函数： 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

*

2 * * * * * * * *

2 * *
**

* * * *

2 * *
* * *

* * *

0, 0,

e , , 0,

e,
1

e , , 0.

t
n n

tn

T

n tn

t

n t n n t

f t
n

n
n t

n

µ θ

µ θ

µ θ λ θ

µ θ π µ θ µ θ π µ θ λ θ µ θ

µ θ π
µ θθ

ρ θ µ θ λ θ µ θ

µ θ π
µ θ λ θ µ θ

µ θ λ θ µ θ

∗

∗

∗ ∗

−

−

− −

≤


+ − = + >
  +=  − − − 

− × ≠ + > − −

 

在之前的讨论中，我们得到了 ( )* * *|E W ξ θ= 与 ( )( )*
qE L θ 的关系，以及 ( )* * *|E T ξ θ= 与 ( )( )*E L θ

的关系，下面给出随机环境 * *ξ θ= 下的利特尔公式及证明，该定理是经典利特尔公式的推广，适用范围

更加广泛。 
定理 2 (随机环境下的利特尔公式)在随机环境 * *ξ θ= 下的排队系统中， ( )* * *|E W ξ θ= 与 ( )( )*

qE L θ ，

( )* * *|E T ξ θ= 与 ( )( )*E L θ 分别满足： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * * * * * * *| , | .qE W E L E T E Lξ θ θ λ θ ξ θ θ λ θ= = = =  

其中 ( )*λ θ 为系统的进入率。 
证：1) 设 ( )*,tα θ 表示 ( ]0, t 时间内， * *ξ θ= 下，进入服务系统的顾客数，那么系统在这段时间内的

平均进入率为： 

( ) ( )* * *
*

, |
.

E t

t

α θ ξ θ
λ θ

 = =  

设 ( )*,tγ θ 表示 ( )*,tα θ 个顾客到时刻 t 为止在系统中花费的总时间，那么在这段时间内每个顾客的

平均逗留时间为： 

( ) ( )
( )

* * *
*

* * *

, |

, |
t

E t
T

E t

γ θ ξ θ
θ

α θ ξ θ

 = =
 = 
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从而在这段时间里，单位时间中系统的平均顾客数为： 

( ) ( )* * *
*

, |
.t

E t
L

t

γ θ ξ θ
θ

 = =  

也可以表示为： 

( ) ( )
( )

( )* * * * * *
*

* * *

, | , |
. .

, |
t

E t E t
L

tE t

γ θ ξ θ α θ ξ θ
θ

α θ ξ θ

   = =   =
 = 

                        (4) 

接下来，我们记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * * * * *lim , | lim , limt t tt t t
E T T E L Lλ θ λ θ ξ θ θ θ θ

→∞ →∞ →∞
= = = =  

在系统平衡条件下，上述三个极限存在，对(4)式两端取极限，令 t →∞得： 

( )( ) ( ) ( )* * * * *|E L E Tθ λ θ ξ θ= =  

即 

( ) ( )( )
( )

*
* * *

*
|

E L
E T

θ
ξ θ

λ θ
= =  

2) 设 ( )* *,tγ θ 表示在 ( ]0, t 内进入系统的 ( )*,tα θ 个顾客到时刻 t 为止等待时间之和。那么每个顾客

的平均等待时间为： 

( ) ( )
( )

* * * *
*

* * *

, |
.

, |
t

E t
W

E t

γ θ ξ θ
θ

α θ ξ θ

 = =
 = 

 

从而在 ( ]0, t 里，单位时间中系统的平均等待顾客数为： 

( ) ( ) ( )
( )

( )* * * * * * * * *
*

* * *

| | |
.

|qt

E t E t E t
L

t tE t

γ ξ θ γ ξ θ α ξ θ
θ

α ξ θ

     = = =     = = ⋅
 = 

 

所以当 ( ) ( )* *lim tt
λ θ λ θ

→∞
= ， ( ) ( )* * * *| lim tt

E W Wξ θ θ
→∞

= = 存在时， ( ) ( )* *limq qtt
E L Lθ θ

→∞
  =  也存在，从

而可得： 

( ) ( ) ( )* * * * *| ,qE L E Wθ λ θ ξ θ  = =   

即 

( ) ( )( )
( )

*
* * *

*
|

qE L
E W

θ
ξ θ

λ θ
= =  

注 2：随机环境下的利特尔公式的推导与顾客到达时间间隔、服务时间、以及排队的规则无关。 

4. 随机 Kolmogorov 向前与向后方程 

本文的最后，将讨论随机环境中的 M/M/n 排队系统的状态过程 *X 的转移概率 ( )* , ; ,p t i jθ 的随机

Kolmogorov 方程。这里 ( )* , ; ,p t i jθ 采用[7]中的表示方法。对每个 * * 0, ,t i j Xθ ∈Θ > ∈， ， ( )* , ; ,p t i jθ 为

时齐的随机转移函数。以下讨论结果均在假设状态空间有限的条件下进行： 
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定理 3 (随机 Kolmogorov 方程)设 ( ){ }* * , 0X X t t= ≥ 是随机环境中 M/M/n 排队系统的状态过程，且

对任意的 * *θ ∈Θ ， ( ){ }* * *| 1P θ λ θ∈Θ < ∞ = ，则对 * * , 0, 0, ,s t i j Xθ∀ ∈Θ ≥ > ∈ ，有 
1) 随机 Kolmogorov 向后方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *, ; , , ; 1, , ; , ;p t i j p t i j p t i j
t

θ λ θ θ λ θ θ∂
= + −

∂
 

2) 随机 Kolmogorov 向前方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *, ; , , ; , 1 , ; , ;p t i j p t i j p t i j
t

θ λ θ θ λ θ θ∂
= − −

∂
 

证：1) 根据[9]中定义 1 的(3)有 

( ) ( ) ( )* * *, ; , , ; , , ; , ,
k

p t h i j p h i k p t k jθ θ θ
∈

+ = ∑
X

 

变形得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * * *, ; , , ; , , ; , , ; , 1 , ; , , ; , ,
k i

p t h i j p t i j p h i k p t k j p h i i p t i jθ θ θ θ θ θ
≠

+ − = − −∑  

对上式两端取极限，令 0h → 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * * *

* *

0 0 0

, ; , , ; , , ; , 1 , ; ,
lim lim , ; , lim , ; , ,
h h hk i

p t h i j p t i j p h i k p h i i
p t k j p t i j

h h h

θ θ θ θ
θ θ

→ → →≠

+ − −
= −∑      (5) 

因为假设随机环境中的 M/M/n 排队系统的状态有限，所以极限与求和运算可交换，即 

( ) ( ) ( ) ( )
* *

* *

0 0

, ; , , ; ,
lim , ; , lim , ; ,
h hk i k i

p h i k p h i k
p t k j p t k j

h h

θ θ
θ θ

→ →≠ ≠

=∑ ∑  

于是可将(5)式变形得到 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *

0

* *
* *

0 0

, ; , , ; ,
lim

, ; , 1 , ; ,
lim , ; , lim , ; , ,

h

h hk i

p t h i j p t i j

h
p h i k p h i i

p t k j p t i j
h h

θ θ

θ θ
θ θ

→

→ →≠

+ −

−
= −∑

                  (6) 

又根据[9]中定义 2 的(3)，对 k∀ ∈X 有 

( ) ( )
( ) ( )

*
*

0

*
*

0

1 , ; ,
lim ,

, ; , 1
lim ,

h

h

p h k k

h
p h k k

h

θ
λ θ

θ
λ θ

→

→

−
=

+
=

                                  (7) 

代入(6)式有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *, ; , , ; 1, , ; , ,p t i j p t i j p t i j
t

θ λ θ θ λ θ θ∂
= + −

∂
 

因此，随机 Kolmogorov 向后方程得证。 
2) 类似地，根据定义 1 的(3)有 

( ) ( ) ( )* * *, ; , , ; , , ; , ,
k

p t h i j p t i k p h k jθ θ θ
∈

+ = ∑
X
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变形可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * * *, ; , , ; , , ; , , ; , 1 , ; , , ; , ,
k j

p t h i j p t i j p t i k p h k j p h j j p t i jθ θ θ θ θ θ
≠

+ − = − −∑  

于是有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *

0

* *
* *

0 0

, ; , , ; ,
lim

, ; , 1 , ; ,
lim , ; , lim , ; , ,

h

h hk j

p t h i j p t i j

h
p h k j p h j j

p t i k p t i j
h h

θ θ

θ θ
θ θ

→

→ →≠

+ −

−
= −∑

 

状态有限，上式中极限与求和运算顺序可交换，因此上式可变为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *

0

* *
* *

0 0

, ; , , ; ,
lim

, ; , 1 , ; ,
, ; , lim lim , ; , ,

h

h hk j

p t h i j p t i j

h
p h k j p h j j

p t i k p t i j
h h

θ θ

θ θ
θ θ

→

→ →≠

+ −

−
= −∑

                   (8) 

最后利用(7)式的结果代入(8)式得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *, ; , , ; , 1 , ; , .p t i j p t i j p t i j
t

θ λ θ θ λ θ θ∂
= − −

∂
 

因此，随机 Kolmogorov 向前方程得证。定理证明完毕。 

注 3：因为随机转移函数关于时间 t 是时齐的，随机转移函数关于 t 的可导性无特殊要求。 
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