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摘  要 

本文研究了广义Kdv-burgers方程的初边值问题，说明了广义Kdv-burgers方程的解关于扩散波的渐近稳

定性。即对方程： ( ) 0t xxx xxxu f u u u+ + − =δ µ ， ( ) ( ) ( )00
, , 0,

t
u x y u x u t u−=

= = ，我们证明了在一些小

性条件下，广义Kdv-burgers方程的解整体存在且当时间t趋于无穷时收敛到扩散波。 
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Abstract 
In this paper, we studied the initial and boundary value problem to the generalized KdV-Burgers 
equation; we will show the large time asymptotic stability of diffusion waves to the problem i.e. for 
the equation: ( ) 0t xxx xxxu f u u u+ + − =δ µ , ( ) ( ) ( )00

, , 0,
t

u x y u x u t u−=
= = . It’s proved that under 

some smallness conditions the solution of the generalized Kdv-burgers equation exists globally 
and converges to the diffusion wave when the time t tends to infinity. 
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1. 引言 

本文考虑了以下广义 Kdv-burgers 方程 

( )
( ) ( ) ( )00

0

, , 0,
t xxx xxx

t

u f u u u

u x t u x u t u

δ µ

−=

 + + − =


= =
                             (1.1) 

其中， ( ),x t R R+ +∈ × ， ( )f u 是一个充分光滑的凸函数，δ 表示色散系数且 0δ ≠ ，常数 0µ > 为耗散系

数。此外，我们假设 ( )0u x 在边界 0,x x= = +∞上有： 

( ) ( )0,0 , ,0 ,u u u u u u− + + −= +∞ = ≠  

Kdv 方程由荷兰科学家 D. J. Korteweg 和 G. de Vries [1]首次推导得出，得到以下 Kdv 方程： 

6 0t x xxxu uu u+ + =  

Burgers方程是一类非线性偏微分方程，在流体力学的研究中有着非常重要的意义。Bateman在 1915
年首次提出如下方程[2]： 

t x xxu uu uµ+ =  

随着流体力学的不断研究发展，学者们相继提出了 Kdv-Burgers 方程： 

0t x xxx xxu uu u uβ α+ − − =  

本文考虑的方程为广义 Kdv-Burgers 方程，关于该方程的主要研究成果有如下： 
Bona. J. L.等人在[3] [4]中证明了该方程存在一个单调行波解，随后在[5]中进一步论述了该方程行波

解的渐近行为，并得到了在初始扰动合适小的情况下，方程行波解是渐近稳定的结论。 
Rajopadhye S. V.在[6]中证明了方程在小扰动下，方程解及其一阶导在 2L 范数空间内的渐近稳定性，

并得到了 ( )
1
41 t −+ 的衰减速度。 

进一步的，Wang Z. A.及 Zhu C. J. [7]证明了该方程关于稀疏波的稳定性，得到了以下结论：t →∞时，

有 ( ) ( )sup , , 0R
x R u x t u x t∈ − → ，其中 ( ),Ru x t 为黎曼问题的稀疏波解。 

在[8]中，作者首先运用了相平面方法得到了单调行波解存在的限制条件。并由压缩映像原理证明了

方程解的局部存在性。进一步通过加权能量方法得到柯西问题的解收敛到其相应行波解的代数衰减估计。 
Duan R.，Zhao H. J.在[9]中研究了柯西问题(1.1)在增加了一个不等式条件的前提下，去除了初始扰动

和波的强度充分小的条件，得到柯西问题解关于稀疏波的整体稳定性。 
本文论述的是广义 Kdv-Burgers 方程关于扩散波的渐近稳定性，观察该方程可知，方程里包含了热

传导方程： 

0t xxu uµ− =                                           (1.2) 

我们知道热传导方程具有唯一的自相似解(即扩散波)，本文将证明广义 Kdv-Burgers 方程的初边值问

题是非线性稳定的，也就是说在扩散波附件定义一个小扰动 ( )0 xφ ，我们证明了在波的强度充分小的情况

下，问题(1.1)的解全局存在且随时间收敛到方程(1.2)的自相似解。 
定义如下扰动： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110750
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张洁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110750 7069 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , ,

, ,0 , 0, 0

x t u x t u x t

x t u x u x t

φ

φ φ

= −


= − =
 

则由问题(1.1)，(1.2)我们可以得到扰动方程： 

( )
( ) ( ) ( )0

0

,0 , 0, 0
t xxx xx xxxxf u u

x x t

φ δφ µφ φ δ

φ φ φ

 + − + + + =


= =
                         (1.3) 

本文的主要定理如下： 
定理 1：假设问题(1.3)的初值 ( ) 2

2
,0xφ 和波的强度充分小，即 ( ) ( ) ( )20 ,0

H R
u x u x u u δ ε

+
+ −− + − ≤ < ，

则初边值问题(1.3)存在唯一全局解 ( ) ( ) ( )2 3,x t L H L Hφ ∞ ∞∈ ∩ ，且满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 22 2 21
0 2

0 0 0

1 1 ,
t

k kk k
L Lk k

t t x cφ τ φ τ φ δ+

= =

+ ∂ + + ∂ ≤ +∑ ∑ ∫  

记号： 
1) 本文中的 C，o (1)表示正常数。 
2) 文中 ( )PL R+ 为一般的 Lebesgue 空间，定义其范数为： 

( ) ( )
1

d ,1 , supp

pp

L L
x RR

f f x x p f f x∞
+

+ ∈

 
= ≤ < ∞ =  
 
∫  

( )lH R+ 表示通常的 Sobolev 空间。其范数： 

( ) 2

1
22

0
dl

l
l
xH l Lj

f f f x x
=

 
= = ∂ 

 
∑  

2. 准备工作 

引理 2.1：假设 u 是问题(1.2)的自相似解，则有： 

( ) ( ) ( )21 1 , , , 1, 2,
k lk l

x tu o u u t x t k lω− −
+ −∂ ∂ = − + =   

其中： 

( )
2

1, e
x
tx t

σ

ω
−

+=  

σ 是依赖于 ,u u+ −的正常数。 
为了得到定理 1 的结论，我们将在下文中给出扰动方程的局部存在性以及先验估计。然后由先验估

计将方程解的局部存在性延拓到全局。 

3. 定理 1 的证明 

3.1. 命题 3.1 (局部存在性) 

考虑下列初始时间为τ 的方程： 

( )
( )

0

,
t xxx xx xxxx

t

f u u

x
τ

φ δφ µφ φ δ

φ φ τ
=

 + − + + + =


=
 

若 ( ) ( )2,x H Rφ τ +∈ ，且有 ( )
2

Mφ τ ≤ ，则存在适当小的 0t ，使得方程在 [ ]0, tτ τ + 上有唯一解。 
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3.2. 命题 3.2 (先验估计) 

在定理 1 的条件下，若使得 ( ) ( ), 0,x t X Tφ ∈ 为问题(1.2)的解，且我们做出如下先验假设： 

( ) ( ) 2

2 2

0 0
sup 1 k k

Lt T k
t t cφ ε

≤ ≤ =

+ ∂ ≤∑  

C 是正常数，ε 是依赖于初值及波的强度的一个充分小的正常数。根据以上先验假设，利用 Sobolev

不等式 ( ) ( )2 2

1 1
2 2

; xL L Lf f f∞ ≤ ∂ 可以得到相应函数的 L∞范数。则我们可以得到先验估计： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 22 2 21
0 2

0 0
1 1 ,k kk k

L Lk k
t t t x t cφ φ φ+

= =

+ ∂ + + ∂ ≤∑ ∑  

3.3. 定理 1 的证明 

由先验估计，我们可以将问题的局部存在性延拓到全局，我们接下来将进行具体的延拓证明。 
首先，考虑初值 0τ = 时，则由定理条件及命题 3.1 可知存在合适小的正常数 0T ，使得： 

( )
0

20
sup 2

t T
tφ δ

≤ ≤
≤  

我们令δ 充分小。使得
2
εδ < ，则可得到： 

( )
0

020
sup ,0

t T
t t Tφ ε

≤ ≤
≤ < <  

再由命题 3.2，可知，在 00 t t< < 时，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 22 2 21
0 2

0 0 0

1 1 ,
t

k kk k
L Lk k

t t x cφ τ φ τ φ δ+

= =

+ ∂ + + ∂ ≤ +∑ ∑ ∫  

故可得： 

( ) ( )0 22
,0t C xφ φ≤  

接下来，我们再将 0t t= 作为问题的初值，则由上式及命题 3.1，存在一个充分小的正常数 1t ，使得

方程在 [ ]0 0 1,t t t+ 上有唯一解，且满足： 

( )
0 0 1

2
sup 2

t t t t
t cφ δ

≤ ≤ +
≤  

令δ 合适小使其满足： 

2 c
εδ ≤  

则有： 

( )
0 0 1

2
sup

t t t t
tφ ε

≤ ≤ +
≤  

再由先验估计可得在 [ ]0 0 1,t t t t∈ + 有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 22 2 21
0 2

0 0 0

1 1 ,
t

k kk k
L Lk k

t t x cφ τ φ τ φ δ+

= =

+ ∂ + + ∂ ≤ +∑ ∑ ∫  

由此可得： 
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( ) ( )0 1 22
,0t t C xφ φ+ ≤  

最后我们重复这个步骤，则只需要选取充分小的δ ，我们就可以将方程解的局部存在性延拓到全局

存在。且有： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 22 2 21
0 2

0 0 0

1 1 ,
t

k kk k
L Lk k

t t x cφ τ φ τ φ+

= =

+ ∂ + + ∂ ≤∑ ∑ ∫  

则定理 1 得证。故此时我们只需得到命题 3.2 的证明。下个部分我们将用几个引理来证明先验估计。 

4. 先验估计的证明 

4.1. 引理 4.1 

在先验假设下，当问题(1.3)的初值及波的强度充分小的情况下，我们有： 

( )22 2 2
0 20 0

d d d d d
t t

x
R R R

x x t x t cφ φ φ φ δ
+ + +

+ + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

证明：在扰动方程(1.3)左右同时乘以 2φ，得到： 

( )2 2 2 2 2 0t xxx xx xxx xu f uφ φ δφ φ µφ φ δ φ φ φ+ − + + + =  

整理可得： 

( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 0x x x x xxx xxt
u f uφ δφφ µφφ δφ µφ δ φ φ φ + − − + + + + =   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 0x x x x xxx xxxt
u f u f u f uφ δφφ µφφ δφ µφ δ φ φ φ φ + − − + + + + − + =     

其中： 

( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )2 2

2

2

2

2 2

2

x

x x x

x x x

x x

x x xx

f u f u

f u u f u u

f u u f u u f u

f u f u

f u f u f u u

φ φ

φ φ φ

φ φ φ φ

φ ξ φ φ φ φ

φ ξ φ φ φ φ φ φ

+ −  
′′ ′ = + + − 
′ ′ ′= + − + +  

′′ ′= + +

′′ ′ ′′= + + − + +

 

故原式： 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

x x x x xxt

x x xxx xx

f u

f u u f u u f u

φ δφφ µφφ δφ µφ ξ φ

φ φ φ φ φ δ φ φ

  ′′+ − − + + 

′′ ′= + + − + − −
 

对上式关于 ,x t 在 [ ]0,R t+ × 上积分，可得： 

( )

( )( ) ( )

2 2 2 2
0

0 0

2

0 0 0

3

1

d 2 d d 2 d d d

d d 2 d d 2 d d

t t

x x
R R R R

t t t

x x xxx x
R R R

i
i

x x t f u x t x

f u u x t u x t f u x t

I

φ µ φ ξ φ φ

φ φ φ δ φ φ

+ + + +

+ + +

=

′′+ + −

′′= + + − −

=

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∑

 

我们首先来看 ( ) 2

0

2 d d
t

x
R

f u x tξ φ
+

′′ ∫ ∫ 项： 
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因为 ( )f x 是光滑函数，且由 u 的性质可知 u 有界，故： 

( ) 2 2

0 0

2 d d d d
t t

x
R R

f u x t c x tξ φ φ
+ +

′′ ≥∫ ∫ ∫ ∫  

接下来我们将用先验估计及扩散波的性质对方程右侧的式子进行估计： 

( )( )

( ) ( )

2
1

0

2 2

0 0

d d

d d d d

t

x x
R

t t

x xR R

I f u u x t

f u x t f u u x t

φ φ φ

φ φ φ φ φ

+

+ +

′′= + +

′′ ′′= + + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

( ) 2 2 2

0 0 0

d d d d d d
t t t

x x LR R R
f u x t c x t c x tφ φ φ φ φ ε φ∞+ + +′′ + ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) 2 2

0 0

d d d d
t t

xR R
f u u x t c x tφ φ δ φ+ +′′ + ≤∫ ∫ ∫ ∫  

所以： 2
1

0

d d
t

R
I c x tδ φ+≤ ∫ ∫  

( )
2

2
0

3
2 2

0

22 2 21

0 0

2 d d

2 1 d d

2 e d d 2 d d

t

xxx
R
t

R

xt t
t

R R

I u x t

t x t

x t x t
σ

δ φ

δ ωφ

δ δ φ

+

+

+ +

−

−
+

=

≤ +

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

( )

( )

( )

( )

2

2

3
0

0

1
12

0

21 21

0 0

2

0

2 d d

2 d d

1 e d d

1 e d d d d

d d

t

x
R

t

x
R

xt
t

R

xt t
t

R R
t

R

I f u x t

f u u x t

c t x t

c t x t c x t

c c x t

σ

σ

φ

φ

δ φ

δ δ φ

δ δ φ

+

+

+

+ +

+

−− +

−− +

=

′=

≤ +

≤ + +

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

将上述估计代入方程中： 

( )22 2 2
0 20 0

d d d d d
t t

x
R R R

x x t x t cφ φ φ φ δ
+ + +

+ + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

由此引理 4.1 得证。 

4.2. 引理 4.2 

在先验假设下，当问题(1.3)的初值及波的强度充分小的情况下，我们有： 
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( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
0 20 0

1 d 1 d d 1 d d
t t

x x xx
R R R

t x t x t t x t cφ φ φ φ δ
+ + +

+ + + + + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

证明：首先，我们对扰动方程关于 x 求导： 

( ) 0xt xxxx xxx xxxx xxu f uφ δφ µφ δ φ+ − + + + =  

在上式左右两边同乘 2 xφ ： 

( )2 2 2 2 2 0x xt xxxx x xxx x xxxx x xxxu f uφ φ δφ φ µφ φ δ φ φ φ+ − + + + =  

整理可得： 

( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 0x xxx x xx x xx xx xxxx x xxxxt
u f uφ δφ φ µφ φ δφ µφ δ φ φ φ + − − + + + + =   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 0x xxx x xx x xx xx xxxx x x x xxxxxt
u f u f u f uφ δφ φ µφ φ δφ µφ δ φ φ φ φ + − − + + + + − + =     

其中： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2 2

2

2 2 2 2

4 2 2

2 2 4 ( ) 2 2

xx

x x xx xx

x x x xx

x xx x x x xx

f u f u

f u u f u u f u u f u u

f u u f u f u

f u f u f u u f u f u

φ

φ φ

φ φ φ φ φ φ

ξ φ ξ φ φ φ φ φ φ φ

+ −  
′′ ′′ ′ ′= + − + + −

′′ ′′ ′+ + + + + +

′′′ ′′ ′′ ′′ ′= + + + + + + +

 

则： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3

2

2 2 4 2 2
x xx

x x xx x x x x xx x

f u f u

f u f u f u u f u f u

φ φ

ξ φ φ ξ φ φ φ φ φ φ φ φ φ

+ −  
′′′ ′′ ′′ ′′ ′= + + + + + + +

 

对 ( )2 xx xf uφ φ φ′ + 有： 

( ) ( )( ) ( )( )2 22 xx x x x x xx
f u f u f u uφ φ φ φ φ φ φ φ′ ′ ′′+ = + − + +  

则原式： 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

3

2 2 2 4

2

2 2 2

x xxx x xx x xx xx x xxt

x x x x x xx

xx x x xxxx x x xx

f u u

f u u f u f u

f u f u u f u

φ δφ φ µφ φ δφ µφ φ φ

φ φ φ φ φ ξ φ φ

ξ φ φ φ φ δ φ φ

  ′′+ − − + + + 

′′ ′ ′′′= + + − + −

′′ ′′− − + − −

 

同样的，上式乘 ( )1 t+ 后关于 ,x t 在 [ ]0,R t+ × 上积分： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

0 0

2 2 2 2
0

0 0 0

3

0 0

1 d 2 1 d d 4 1 d d

d d d 1 d d 2 1 d d

2 1 d d 2 1 d d 2 1 d d

t t

x xx x x
R R R

t t t

x x x x x x x
R R R R

t t

xx x x xxxx x
R R

t x t x t t f u u x t

x x t t f u u x t t f u x t

t f u x t t f u x t t u x

φ µ φ φ φ

φ φ φ φ φ ξ φ φ

ξ φ φ φ φ δ φ

+ + +

+ + + +

+ +

′′+ + + + + +

′′ ′′′= + + + + + − +

′′ ′′− + − + + − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )

0

0

11

4

1 d d

t

R
t

x xx
R

i
i

t

t f u x t

I

φ

+

+

=

− +

=

∫ ∫

∫ ∫

∑
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相同的，我们有： 

( ) ( ) ( )2 2

0 0

4 1 d d 1 d d
t t

x x x
R R
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下面我们估计方程右侧： 

由引理 4.1 的结论可知： ( )22
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其中： 
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所以有： 
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综上有： 
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则引理 4.2 成立。 

4.3. 引理 4.3 

在先验假设下，当问题(1.3)的初值及波的强度充分小的情况下，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 22 2 2
0 20 0

1 d 1 d d 1 d d
t t

xx xxx xx
R R R

t x t x t t x t cφ φ φ φ δ
+ + +

+ + + + + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

证明：扰动方程关于 x 求导： 
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且有： 
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则原式： 
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上式乘 ( )21 t+ 后关于 ,x t 在 [ ]0,R t+ × 上积分可得 
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同理可得： 
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对方程右边估计： 

由引理 4.2 的结论可知： ( ) ( )22
13 0 2

0

2 1 d d
t

xx
R

I t x t cφ φ δ
+

= + ≤ +∫ ∫ ； 

( ) ( )

( )

( )

2 2
14

0

2 2

0

2 2

0

1 d d

1 d d

1 d d

t

x xx
R

t

x xxL
R

t

xx
R

I t f u x t

c t x t

c t x t

φ φ φ

φ φ

ε φ

+

∞

+

+

′′= + +

≤ +

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2
15

0

2 2 2

0 0

2 1 1

0

2 2

0

1 2 d d

2 1 d d 2 1 d d

1 1 e d d

1 d d

t

xxxxx
R

t t

xx xxx x xxx
R R

xt
t

xxx
R

t

xxx
R

I t f u x t

t f u u x t t f u u x t

c t t x t

c c t x t

σ

φ

φ φ

δ φ

δ δ φ

+

+ +

+

+

−− +

= +

′ ′′= + + +

≤ + +

≤ + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110750


张洁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110750 7077 应用数学进展 
 

( )

( ) ( )

( )

2

2
16

0

2 22 1

0

2 2

0

1 2 d d

1 1 e d d

1 d d

t

xxxx xxx
R

xt
t

xxx
R

t

xxx
R

I t u x t

c t t x t

c c t x t

σ

δ φ

δ φ

δ δ φ

+

+

+

−− +

= +

≤ + +

≤ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2 2
17

0

2 1 1

0

22 2

0 0

2 1 d d

1 1 e d d

d d 1 d d

t

x xxx
R

xt
t

xxx
R

t t

xxx
R R

I t f u x t

c t t x t

c x t c t x t

σ

ξ φ φ

δ φφ

δ φ δ φ

+

+

+ +

−− +

′′′= +

≤ + +

≤ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2
18

0

2 1 1

0

22 2

0 0

1 d d

1 1 e d d

d d 1 d d

t

xx xxx
R

xt
t

xxx
R

t t

xxx
R R

I t f u x t

c t t x t

c x t c t x t

σ

ξ φ φ

δ φφ

δ φ δ φ

+

+

+ +

−− +

′′= +

≤ + +

≤ + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2
19

0

12 12

0

22 2

0 0

4 1 d d

1 1 e d d

1 d d 1 d d

t

x x xxx
R

xt
t

x xxx
R

t t

x xxx
R R

I t f u u x t

c t t x t

c t x t c t x t

σ

φ φ φ

δ φ φ

δ φ δ φ

+

+

+ +

−− +

′′= + +

≤ + +

≤ + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

( ) ( )

( )

2 2
20

0

2

0

2 1 d d

1 d d

t

x xxx
R

t

x x xxxL
R

I t f u x t

c t x t

φ φ φ

φ φ φ

+

∞

+

′′= + +

≤ +

∫ ∫

∫ ∫
 

由先验估计可得： 2 2
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综上可得： 
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由此引理 4.3 得证。 
至此，引理全部证明完毕。将三个引理的结论相加可得到先验估计，由先验估计及解的局部存在性

可将方程解延拓到全局，由此，本文主要定理得证。关于广义 Kdv-Burgers 方程解的大时间行为的研究

主要集中在稀疏波和行波解方向。本文则考虑了扩散波的情况，证明了广义 Kdv-Burgers 方程在初值及 

波的强度合适小的情况下其解收敛到扩散波并得到衰减速度 ( ) 21
k

t −+ 。 
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