
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2022, 11(12), 8988-9003 
Published Online December 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2022.1112948  

文章引用: 张雪, 郭玉立. Eckhaus-Kundu 方程的孤波解、周期波解及它们间的演化关系[J]. 应用数学进展, 2022, 11(12): 
8988-9003. DOI: 10.12677/aam.2022.1112948 

 
 

Eckhaus-Kundu方程的孤波解、周期波解及它

们间的演化关系 

张  雪*，郭玉立 

上海理工大学理学院，上海 
 
收稿日期：2022年11月26日；录用日期：2022年12月20日；发布日期：2022年12月27日 

 
 

 
摘  要 

该文结合定性分析方法和基于首次积分的分析法，探讨了Eckhaus-Kundu方程的孤波解、周期波解，以

及上述二种解关于Hamilton系统能量的演化。本文求出了所研方程全部的钟状和扭状孤波解，并提出了

新孤波解以及三类周期波解。通过本文的论述，发现了所研方程为什么能产生孤波解和周期波解，实质

上是该方程解的振幅对应的Hamilton系统的能量变化起着关键的作用。 
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Abstract 
In the paper, the solitary and periodic wave solutions of the Eckhaus-Kundu equation and their 
evolutionary relation with Hamilton energy are studied via combining qualitative analysis with 
analytical method on the basis of first integral. All bell-shaped and kink-shaped solitary wave so-
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lutions of the equation are obtained, and the new solitary wave solutions and three kinds of peri-
odic wave solutions are given. The discussion reveals that the energy of Hamilton system, which 
takes different values, is the crucial factor for the emergence of solitary and periodic wave solu-
tions to the studied equation, and the Hamilton system is corresponded by the amplitudes of these 
solutions. 
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1. 引言 

Eckhaus-Kundu 方程 

( )2 4 222 2 0, ,t xx
x

iu u u u u u i u u x Rσ δ δ+ − + + = ∈                     (1.1) 

是由 A. Kundu，F. Calogero 和 W. Eckhaus 先后从不同的角度提出的[1] [2]。方程(1.1)中 u 是变量 x
和 t 的复函数， ,σ δ 均为实常数，第 4 项表示 non-Kerr 非线性效应，最后一项表示 Raman 效应，其反映

了波的自频移。方程(1.1)可用来描述超短飞秒脉冲在光纤中的传播，并且在非线性光学和非线性弱色散

物质波中有着广泛的应用[3] [4] [5]。文献[6]研究了方程(1.1)的 Lax 对，文献[7] [8]研究了方程(1.1)的孤子

解，文献[9] [10]研究了方程(1.1)的怪波解和高阶怪波解。最近的文献[11]研究了方程(1.1)的可积离散化，

Tian 等人在双线性形式的基础上，给出了 Eckhaus-Kundu 方程的 x-离散、t-离散和一个完全离散的形式，

并且通过 Hirota 双线性方法成功地构造了所导出的离散方程的单孤子解和双孤子解。文献[12]利用 Lie
对称分析方法得到了方程(1.1)的双曲函数型孤子解；文献[13]用 ∂ -dressing 方法构造了方程(1.1)的 2-孤子

解和 N-孤子解。 
本文我们将运用平面动力系统理论与基于首次积分的分析方法，进一步研究Eckhaus-Kundu方程(1.1)

孤波解和周期波解的求解，并研究这两种解间的演化关系。首先，我们将对方程(1.1)的有界解做全面的

定性分析，给出方程(1.1)在不同参数条件下的全局相图，进而导出方程(1.1)的孤波解、周期波解存在的

条件、个数及大致性态方面的结果。接着，我们将利用待定假设法求出全局相图中同宿轨和异宿轨所对

应的方程(1.1)的钟状和扭状孤波解；进一步运用基于首次积分的分析方法和椭圆函数的知识求出方程

(1.1)的三类周期波解。文中通过讨论所研方程周期波解和孤波解关于其振幅对应的 Hamilton 能量 h 的演

化关系，给出了“所研方程为什么能产生孤波解和周期波解，实质上是由其解的振幅对应的 Hamilton 系

统的能量变化起着关键作用”这一有意义的结论。 

2. Eckhaus-Kundu 方程有界行波解的定性分析 

2.1. 方程(1.1)行波解对应的动力系统及其奇点分析 

设方程(1.1)存在有界行波解有如下形式 
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( ) ( ) ( ) ( )ˆ, e e e ,i x ti t i tu x t a x t aψ υω ωυ ξ−− −= − =                          (2.1) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ e , .i x ta a x t a x t x tψ υξ υ υ ξ υ−= − = − = −                        (2.2) 

将(2.1)代入方程(1.1)，化简可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 e ,ii a a ia ig a a a a a i a a ψ ξω ξ υ ξ ξ ξ δ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ′ ′′ ′ ′ ′− − = + − + − + 
  (2.3) 

其中 ( )2 2 2 42g a a aσ δ= − + ，由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2ˆ ˆ ˆe 2 ,i
xx

a i a a a a a aψ ξξ ψ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′− + = −              (2.4) 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ e ,i
xa i a a ψ ξψ ξ ξ ξ′ ′= +                             (2.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2ˆ e e 2 e e ,i i i i
xxa i a a i a aψ ξ ψ ξ ψ ξ ψ ξψ ξ ψ ψ′′ ′ ′ ′ ′′= − + +                  (2.6) 

将(2.2)和(2.4)~(2.6)代入到(2.3)，整理可得 

( ) ( )( ) ( )22 22 4 0.a a g a i a a a a aψ ω υψ ψ ψ δ υ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′+ − + + + + + − =             (2.7) 

由(2.7)式的实部和虚部都等于 0，可得 

( ) ( )( )22 0,a a g a ψ ω υψ′′ ′ ′+ − + + =                           (2.8) 

22 4 0.a a a a aψ ψ δ υ′′ ′ ′ ′ ′+ + − =                             (2.9) 

据(2.9)式可推知，若取 

( ) ( )2 ,
2

aυψ ξ δ ξ′ = −                                (2.10) 

则(2.9)式恒为 0，且(2.8)式可化为 

( ) ( ) ( )( )3 0,a n a qaξ ξ ξ′′ − + =                            (2.11) 

其中 
242 , .

8
w vn qσ
σ
+

= = −                                (2.12) 

由以上推导可知，在取 ( )ψ ξ 满足(2.10)条件下，为求方程(1.1)型如(2.1)的行波解，可化为求解方程

(2.11)；反之，若(2.1)的振幅 ( )a ξ 是(2.11)的解，并取 ( )ψ ξ 满足(2.10)，则由(2.1)给出的 ( ),u x t 必是方程

(1.1)的解。因此，为求方程(1.1)型如(2.1)的有界行波解，我们可以从方程(2.11)出发。为方便起见，本文

在以下讨论中始终假定 ( )ψ ξ 满足关系式(2.10)。另外，本文会在假设 0q < 条件下得出相应结论，因为我

们重点研究周期波解和孤波解之间的演化。 
现在我们运用平面动力系统理论对方程(2.11)做定性分析。 
令 ( )x a ξ= 和 ( )y a ξ′= ，则(2.11)可转变为如下动力系统 

( )
,

,
x y
y n f x
′ =

 ′ = ⋅
                                   (2.13) 
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其中函数 

( ) 3 .f x x qx= +                                   (2.14) 

易知，在 0q < 假设下方程 ( ) 3 0f x x qx= + = 有三个实根 ( )1,2,3ix i = : 1x q= − − ， 2 0x = ， 3x q= − ，

1 2 3x x x< < ，故系统(2.13)有三个有限远奇点 ( )( ),0 1, 2,3i iP x i = ，记奇点 ( ),0i iP x 对应的 Jacobi 矩阵为 

( ) ( )
0 1

,0 ,   1, 2,3,
0i

i
J x i

nf x
 

= = ′ 
                          (2.15) 

则 Jacobi 矩阵(2.15)的行列式为 

( )( ) ( ) ( )2det ,0 3 .i i iJ x nf x n x q′= − = − +                         (2.16) 

系统(2.13)为 Hamilton 系统，其首次积分为 

( ) ( ) ( )2 4 21, 2    ,
2 4

nH x y y x qx h h= − + = ∈ℜ                      (2.17) 

其中 h 为 Hamilton 能量，(2.17)式也是系统(2.13)的 Hamilton 能量函数。 
根据(2.16)式可得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 3 1 2 2det ,0 det ,0 2 , det ,0 .J x J x nf x nq J x nf x nq′ ′= = − = = − = −  

故据动力系统的奇点判别方法易得：当 0n > 时，奇点 P1和 P3是鞍点，P2是中心点；当 0n < 时，奇

点 P1和 P3是中心点，P2是鞍点。 
关于系统(2.13)的无穷远奇点，我们得知系统(2.13)只是在 y 轴有两个无穷远奇点 A1和 A2，A1在 y 轴

正半轴上，A2在 y 轴负半轴上。当 0n < 时， ( )1,2iA i = 附近分别有一个双曲型区域；当 0n > 时， ( )1, 2iA i =
附近分别有一个椭圆型区域，并且，Poincaré 圆盘的圆周是轨线。 

2.2. 系统(2.13)的全局相图及分析结论 

根据以上的奇点分析，在参数 n 的不同条件下，能得出系统(2.13)的 2 个全局相图，如下所示。 
 

 
Figure 1. 0n >  
图 1. 0n >  
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Figure 2. 0n <  
图 2. 0n <  
 

从上述全局相图可以看出系统(2.13)的轨线情况，可得如下命题。 
命题 2.1 设 0q < 。 
1) 在 0n > 条件下，系统(2.13)有两个异宿轨 ( )1 3,L P P 和 ( )3 1,L P P ，以及异宿轨包围着的一族闭轨(见

图 1)； 
2) 在 0n < 条件下，系统(2.13)有两个同宿轨 ( )2 2,L P P± ，以及同宿轨包围着的两族闭轨和包围同宿

轨的一族闭轨(见图 2)。 
因为系统(2.13)的同宿轨对应于相应方程(2.11)的钟状解，鞍-鞍异宿轨对应于方程(2.11)的扭状解，闭

轨线对应于方程(2.11)的周期解，而方程(2.11)的钟状解、扭状解和周期解又对应于方程(1.1)型如(2.1)的钟

状孤波解、扭状孤波解和周期波解，所以从命题 2.1 可以有如下定理 
定理 2.1 设 0q < 。 
1) 在 0n > 条件下，方程(1.1)有(2.1)形式的两个扭状孤波解和一族周期波解(对应图 1 中异宿轨

( )1 3,L P P 和 ( )3 1,L P P 和含于异宿轨的一族闭轨)。 
2) 在 0n < 条件下，方程(1.1)有(2.1)形式的两个钟状孤波解、以及叁族周期波解(对应图 2 中同宿轨

( )2 2,L P P± 和同宿轨内外的叁族闭轨)。 

3. Eckhaus-Kundu 方程孤立波解的求解 

本节及后面的第四节我们将根据系统(2.13)的全局相图，分别求出方程(2.11)在各种参数条件下的钟

状解、扭状解和周期解，进而得到方程(1.1)型如(2.1)的钟状孤波解、扭状孤波解和周期波解。 
现在我们需要考虑方程(2.11)式有界解的求解，根据文献[14] [15]，我们利用假设待定法求解。 
我们假设方程(2.11)有如下形式的解 

( )
( )( )
( )( )

2
0

2
0

sech
,

4 sech

A
a D

B

α ξ ξ
ξ

α ξ ξ

−
= +

+ −
                            (3.1) 

( ) ( )( )0tanh ,a A Dξ α ξ ξ= ⋅ − +                              (3.2) 

并且 , , ,A B D α 是待定系数，将其代入方程(2.11)，可得命题 
命题 3.1 设 0q < ， 
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1) 在 0n > 条件下，方程(2.11)有如下扭状解 

( ) ( )1 0tanh ,
2S

nqa qξ ξ ξ±  
= ± − − −  

 
                        (3.3) 

2) 在 0n < 条件下，方程(2.11)有如下钟状解 

( ) ( )( )2 02 sech ,Sa q nqξ ξ ξ± = ± − −                         (3.4) 

由此，我们可得如下定理 
定理 3.1 设 q < 0，则 
1) 在 0n > 条件下，方程(1.1)有如下扭状孤波解 

( ) ( ) ( )1
1 1 ,e e S

S S
iiwtu aψ ξξ ξ± ±−=                            (3.5) 

其中 ( )1Sa ξ± 由(3.3)式给出， ( )1Sψ ξ 满足 ( ) ( )2
1 12S S

v aψ ξ δ ξ′ = − 。 

2) 在 0n < 条件下，方程(1.1)有如下钟状孤波解 

( ) ( ) ( )2
2 2 ,e e S

S S
iiwtu aψ ξξ ξ± ±−=                           (3.6) 

其中 ( )2Sa ξ± 由(3.4)式给出， ( )2Sψ ξ 满足 ( ) ( )2
2 22S S

v aψ ξ δ ξ′ = − 。 

我们指出：在图 1 中， ( )1Sa ξ+ 对应于异宿轨 ( )1 3,L P P ， ( )1Sa ξ− 对应于异宿轨 ( )3 1,L P P ；在图 2 中，

( )2Sa ξ+ 对应于 y 轴右侧的同宿轨， ( )2Sa ξ− 对应于 y 轴左侧的同宿轨。 
现在，把我们所求的孤波解与最近发表的文献[12]中给出的孤波解作如下对比： 

1) 我们据 ( ) ( )2
1 12S S

v aψ ξ δ ξ′ = − 求出 ( )1Sψ ξ ，并把 ( )1Sa ξ±  (3.3)式代入扭状孤波解 ( )1Su ξ±  (3.5)式中，

可化简为 

( )1
2tanh exp tanh ,

2 2 2S
nq v q nqu q i wt q

n
ξ ξ ξ δξ δ ξ+

     
= − − − + + + − −               

      (3.7) 

文献[12]中所研方程(1.1)的双曲函数解(25)式与本文所求出的扭状孤波解 ( )1Su ξ±  (3.5)式有如下关系： 
, , .v x tλ µ ω λ ξ↔ ↔ − − ↔                            (3.8) 

由于文献[12]中对于双曲函数解(25)式，参数 n 为任意常数，此时可令 0n = ，
2

2
4
λµ = − ， 1σ = ，

将 , ,nµ σ 代入(3.7)式，可得 

( )1 tanh exp tanh ,
2Su i t λξ ξ µ ξ δξ δ ξ+   = ⋅ + + +    

                    (3.9) 

上式与文献[12]中所研方程(1.1)的双曲函数解(25)式一致。 

2) 我们据 ( ) ( )2
2 22S S

v aψ ξ δ ξ′ = − 求出 ( )2Sψ ξ ，并把 ( )2Sa ξ±  (3.4)式代入钟状孤波解 ( )2Su ξ±  (3.6)式中，

可化简为 

( ) ( ) ( )1 2 sech exp 2 tanh ,
2S
v qu q nq i wt nq

n
ξ ξ ξ δ ξ+

  
= − − + +      

          (3.10) 

文献[12]中双曲函数解(27)式与本文所求出的钟状孤波解 ( )2Su ξ±  (3.6)式也有如上关系式(3.8)，此时
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可令 0n = ，
2

1
4
λµ = + ， 1σ = − ，将 , ,nµ σ 代入(3.10)式，可得 

( )2 sech exp tanh ,
2Su i t λξ ξ µ ξ δ ξ+   = ⋅ + −    

                     (3.11) 

上式与文献[12]中所研方程(1.1)的双曲函数解(27)是一致的。 
通过以上对比表明，本文求出的 ( )1Su ξ+ 和 ( )2Su ξ+ 与最近发表的文献[12]中给出的解一致，但上述文

献中并没有给出 ( )1Su ξ− 和 ( )2Su ξ− ，故 ( )1Su ξ− 和 ( )2Su ξ− 是本文提供的两个新解，其中 ( )1Su ξ− 是扭状孤波解，

( )2Su ξ− 是钟状孤波解。 

4. Eckhaus-Kundu 方程周期波解的求解 

因为方程(2.11)的有界解对应于动力系统(2.13)全局相图中的有界轨线，而系统(2.13)全局相图中轨线

的一般表达式是(2.17)式。所以，我们通过(2.17)式求解(2.11)式的一些有界解。 
通过首次积分(2.17)式，我们得出 

2 4 2 42 ,
2
n hy x qx

n
 = + + 
 

                             (4.1) 

其中 ( ),h H x y= 表示系统(2.13)在 ( ),x y 点处的 Hamilton 能量。 
因为 y x′= ，利用分离变量法，就可将求方程(2.11)有界解的问题变成对下列式子的求解 

( )
( )0

d ,
2

h

nx
F x

ξ ξ= ± −
±

∫                           (4.2a) 

其中 

( ) 4 2 42 ,h
hF x x qx

n
= + +                            (4.2b) 

并且当 0n > 时，(4.2a)式根号内取 ( )hF x ，当 0n < 时，(4.2a)式根号内取 ( )hF x− 。容易理解，在给

定的参数条件下，对于给定的 Hamilton 能量 0h 值，相图中轨线
0hC 与取定 0h h= 后确定的(4.2)式的解是一

一对应的。可以验证，定理 3.1 中方程(1.1)的扭状孤波解 ( )1Su ξ± 的振幅 ( )1Sa ξ± ，可在(4.2)式中取 Hamilton
能量 ( ) ( )1 1,0h H P H x= = 积分求出；钟状孤波解 ( )2Su ξ± 的振幅 ( )2Sa ξ± ，可在(4.2)式中取 Hamilton 能量

( ) ( )2 0,0h H P H= = 积分求出。 

4.1. 图 1 中闭轨线对应的周期波解 

在 0n > 时，系统(2.13)有一族位于对称异宿轨 ( )1 3,L P P 和 ( )3 1,L P P 内围绕中心 2P 的闭轨(见图 1)，易知 

在异宿轨上点的Hamilton能量为 ( ) ( )
2

1,0 ,0
4

nqH x H q= − − = ，由于在同一闭轨线上的点有相同的Hamilton 

能量，故可设图 1 闭轨线上点的 Hamilton 能量为 

( ) ( ) ( )
222

1 1 1, ,0 ,
4 4
n nqH x y H q hη η= = − + + =                   (4.3) 

( )1,0η 是其闭轨和 x 轴的交点 ( )1 qη < − ，所以 1h 满足
2

10
4

nqh< < 。 

对应的 ( )
1h

Y F x= 的函数曲线和闭轨如图 3 所示 
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Figure 3. When 0n > , corresponding diagram of ( )

1h
Y F x=  curve family and bounded orbits 

图 3. 当 0n > 时， ( )
1h

Y F x= 曲线族与有界轨线的对应示意图 

 
在(4.2)式中取 1h h= ，此时有 

( ) ( )( )1

4 2 2 2 2 21
1 1

4
 2 ,h

hF x x qx x A x B
n

= + + = − −                        (4.4) 

其中 2 2 1
1

4hA q q
n

= − − ， 2 2 1
1

4hB q q
n

= − − − 。将(4.4)式代入(4.2)式，作变换
( )

1 1

axt
A A

ξ
= = ，则(4.2)式可

转化为 

( )
( )( ) ( )

0
22 2 2 2

1 1 2 21
1

1

d d .
2

1 1

n x t

x A x B AB t t
B

ξ ξ± − = =
 − −   − ⋅ −     

∫ ∫                (4.5) 

在(4.5)式中令 1
1

1

A
k k

B
= = ，经计算可得

2
2 1

1 2
1

2
1

qkA
k

−
=

+
， 2

1 2
1

2
1

qB
k

−
=

+
。再根据 Jacobi 椭圆函数积分的知

识[16] [17]求解上式积分，可得 

( )0 12
1

, ,
1

nqt sn k
k

ξ ξ
 −

= ± −  + 
                              (4.6) 

又因为 ( ) 1a A tξ = ⋅ ，即得方程(2.11)的下列周期解 

( ) ( )
2

1
1 0 12 2

1 1

2
, ,

1 1p
qk nqa sn k
k k

ξ ξ ξ±  − −
= ± −  + + 

                        (4.7) 

其中模数
2 2

12
1 2 2

1

4

4

nq n q nh
k

nq n q nh

− −
=

+ −
。 

综上所述，我们可以得到如下定理 
定理 4.1 设 0q < ，当 0n > 时，方程(1.1)存在周期波解如下所示 

( ) ( ) ( )1
1 1 ,e e p

p p
iiwtu aψ ξξ ξ± ±−=                              (4.8) 

其中 ( )1pa ξ± 由(4.7)式给出， ( )1pψ ξ 满足 ( ) ( )2
1 12p p

v aψ ξ δ ξ′ = − 。 

4.2. 图 2 中同宿轨包围的闭轨对应的周期波解 

当 0n < 时，系统(2.13)在对称同宿轨 ( )2 2,L P P± 所围区域内分别存在围绕中心 P1和 P3的两族闭轨线
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(见图 2)，易知同宿轨上点的 Hamilton 能量为 ( ) ( )2 ,0 0,0 0H x H= = ，闭轨线对应的 Hamilton 能量满足

( ) ( )1 2,0 0,0H x h H< < ，由于在同一闭轨线上的点有相同的 Hamilton 能量，故设图 2 中围绕中心 P1 和

P3闭轨线上点的 Hamilton 能量为 

( ) ( ) ( )
222

2 2 2, ,0 ,
4 4
n nqH x y H q hη η= = − + + =                         (4.9) 

( )2 ,0η 是闭轨和 x 轴的交点 ( )2 qη < − ， 2h 满足
2

2 0
4

nq h< < 。 

对应的 ( )
2hF x− 函数曲线和闭轨如图 4 所示(注：由于此时 0n < ，(4.2a)式中应取 ( )hF x− )。 

 

 
Figure 4. When 0n < , corresponding diagram of ( )

2hY F x= −  curve family and bounded orbits 

图 4. 当 0n < 时， ( )
2hY F x= − 曲线族与有界轨线的对应示意图 

 

在(4.2)式中取 2h h= ，此时有 

( ) ( ) ( )( )2

22 2 2 2 2 22
2 2

4
,h

hF x q x q x A x B
n

− = − − + = − − −                   (4.10) 

其中 2 2 2
2

4hA q q
n

= − − ， 2 2 2
2

4hB q q
n

= − − − 。将(4.10)式代入(4.2)式，并作变换
( )

2 2

axt
A A

ξ
= = ，则(4.2)

式可转化为 

( )
( )( ) ( )

0
22 2 2 2

2 2 2 2 2
2

2

d d ,
2

1

n x t

x A x B BA t t
A

ξ ξ± − − = =
 − − −   − ⋅ −     

∫ ∫            (4.11) 

在(4.11)式中令 2
2

2

B
k k

A
′ ′= = ，经计算可得 2

2 2
2

2
2

qA
k

−
=

−
，

( )2
22

2 2
2

2 1

2

q k
B

k

− −
=

−
.再根据 Jacobi 椭圆函数积

分的知识[16] [17]求解上式积分，可得 

( )0 22
2

, .
2

nqt dn k
k

ξ ξ
 

= ± −  − 
                            (4.12) 

又因为 ( ) 2a A tξ = ⋅ ，将(4.12)式代入即可得 

( ) ( )2 0 22 2
2 2

2 , ,
2 2p

q nqa dn k
k k

ξ ξ ξ±  −
= ± ⋅ −  − − 

                    (4.13) 
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其中模数
2

22
2 2 2

2 2

2 422
4

h nqqk
A h nq nq

−
= + =

− − −
。 

综上所述，我们得到如下定理 
定理 4.2 设 0q < ，当 0n < 时，方程(1.1)有周期波解 

( ) ( ) ( )2
2 2 ,e e p

p p
iiwtu aψ ξξ ξ± ±−=                            (4.14) 

其中 ( )2pa ξ± 由(4.13)式给出， ( )2pψ ξ 满足 ( ) ( )2
2 22p p

v aψ ξ δ ξ′ = − 。 

4.3. 图 2 中包围同宿轨的闭轨对应的周期波解 

在 0n < 条件下，系统(2.13)存在一族包含奇点 ( )1,2,3iP i = 和一对同宿轨 ( )2 2,L P P± 的闭轨线。设这

类闭轨线上 Hamilton 能量为 

( ) ( )3 3, ,0 ,H x y H hη= =  

( )3 ,0η 是闭轨和 x 轴的交点， 3h 满足 ( )3 0,0h H> 。 
对应的 ( )

3hF x− 函数曲线和闭轨如图 4 所示，这类闭轨线的特点是曲线 ( )
3hF x− 与 x 轴有两个不同的

交点，且是关于 y 轴对称的，曲线 ( )
3hF x− 可表示为 

( ) ( )( )4 2 2 23
1 23

4
2h

h
F x x qx x x

n
λ λ − = − + + = − − 

 
                  (4.15) 

其中 2 3
1

4h
q q

n
λ = − − − ， 2 3

2
4h

q q
n

λ = − + − ， 1 20 λ λ< < ， 1 2,λ λ 为 ( )
3hY F x= − 与 x 轴交点横坐标的平

方值，所以函数 ( )
3hF x− 可表示为 

( ) 2 2 2 23 3
3

4 4
.h

h h
F x q q x q q x

n n
  

− = − + − − + − +    
  

                (4.16) 

将(4.16)式代入(4.2)式用类似于前两段的方法化简，并根据椭圆函数知识[16] [17]求积分，可得包围

同宿轨的周期轨线所对应的方程(2.11)的有界周期解 

( ) ( )
2
3

3 0 32 2
3 3

2
, ,

2 1 2 1p
qk nqa cn k

k k
ξ ξ ξ±  −

= ± ⋅ −  − − 
                   (4.17) 

其中模数
2

32
3 2

3

4

2 4

h nq nq
k

h nq

− − −
=

−
。于是我们有如下定理 

定理 4.3 设 0q < ，当 0n < 时，方程(1.1)有周期波解 

( ) ( ) ( )3
3 3 ,e e p

p p
iiwtu aψ ξξ ξ± ±−=                            (4.18) 

其中 ( )3pa ξ± 由(4.17)式给出， ( )3pψ ξ 满足 ( ) ( )2
3 32p p

v aψ ξ δ ξ′ = − 。 

5. 方程(1.1)的周期波解和孤波解与 Hamilton 能量的关系 

5.1. Hamilton 能量的取值与方程(1.1)周期波解和孤波解的关系 

我们仅以 0n > 情形为例进行分析，对 0n < 情形可做类似分析。 
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由于方程(1.1)的扭状孤波解对应于系统(2.13)的异宿轨，周期波解对应于系统(2.13)的闭轨线，根

据图 3 所示，在 0n > 条件下，我们可以得到方程(1.1)存在孤波解和周期波解与 Hamilton 能量 h 的关

系： 
1) 当能量 ( )0,0h H< 时，系统(2.13)不存在有界轨线，此时方程(1.1)没有有界行波解； 
2) 当能量 ( ) ( )10,0 ,0H h H x< < 时，系统(2.13)有异宿轨包围的且围绕中心点 2P 的闭轨，此时方程

(1.1)有周期波解 ( )1pu ξ± ； 
3) 当能量 ( ) ( )1 3,0 ,0h H x H x= = 时，系统(2.13)有 2 个异宿轨 ( )1 3,L P P 和 ( )3 1,L P P ，此时方程(1.1)

有 2 个扭状孤波解 ( )1Su ξ± ； 
4) 当能量 ( ) ( )1 3,0 ,0h H x H x> = 时，系统(2.13)无有界轨线，此时方程(1.1)没有有界行波解。 
上述分析表明：方程(1.1)为什么能产生孤波解和周期波解，其根本原因是由这类解的振幅 ( )a ξ 对应

的 Hamilton 系统的能量 h 取值变化起着关键的作用。 

5.2. 方程(1.1)的周期波解和孤波解随 Hamilton 能量取极限的关系 

1) 0n > 情形 
当 0n > 时，方程(1.1)有周期波解 ( )1pu ξ±  (由(4.8)式给定)，其振幅 ( )1pa ξ±  (由(4.7)式给定)，对应的 

Hamilton 能量
2

10
4

nqh< < ；方程(1.1)还有孤波解 ( )1Su ξ±  (由(3.5)式给定)，其振幅 ( )1Sa ξ±  (由(3.3)式给定)， 

( )1Su ξ± 对应的 Hamilton 能量是 ( )1,0h H x= 。 

当 ( )
2

1 1,0
4

nqh H x→ = 时，相应的
( )1 1

2 2
12

1 2 2,0
1

4
lim 1

4h H x

nq n q nh
k

nq n q nh→

− −
= =

+ −
，于是有 

( )
( ) ( )

( )

( )

21 1 1

2
1

1 0 12 2,0 1 1 1

0

1

2
lim lim ,

1 1

tanh
2

,

ph H x k

S

qk nqa sn k
k k

nqq

a

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

±

→ →

±

 − −
= ± −  + + 

 
= ± − − −  

 
=

 

由此，即可得 

( )
( ) ( )

1 1
1 1,0

lim p Sh H x
u uξ ξ± ±

→
=                                 (5.1) 

这表明当 0n > ，Hamilton 能量 ( )
2

1 1,0
4

nqh H x→ = 时，方程(1.1)的周期波解 ( )1pu ξ± 可以扩张演化为

扭状孤波解 ( )1Su ξ± 。 

2) 0n < 情形 

当 0n < 时，方程(1.1)有周期波解 ( )2pu ξ±  (由(4.14)式给定)，其振幅 ( )2pa ξ±  (由(4.13)式给定)，对应

的 Hamilton 能量
2

2 0
4

nq h< < ；方程(1.2)此时有孤波解 ( )2Su ξ±  (由(3.6)式给定)，其振幅 ( )2Sa ξ±  (由(3.4)

式给定)， ( )2Su ξ± 对应的 Hamilton 能量是 ( )0,0 0h H= = 。当 ( )2 0,0 0h H − −→ = 时，相应的 

( )2

2
22

2 20,0
2

2 4
lim 1

4h H

h nq
k

h nq nq−→

−
= =

− − −
 (注意到 0q < )，于是有 
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( )
( ) ( )

( )( )
( )

2
2 2

2 0 22 20,0 1 2 2

0

2

2lim lim ,
2 2

2 sech

,

p
h H k

S

q nqa dn k
k k

q nq

a

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

−

±

→ →

±

 −
= ± ⋅ −  − − 

= ± − −

=

 

由此，即可得 

( )
( ) ( )

2
2 2

0,0
lim .p S

h H
u uξ ξ

−

± ±

→
=                                 (5.2) 

这表明，在 0n < 条件时下，Hamilton 能量 ( )2 0,0 0h H − −→ = 时，方程(1.1)的周期波解 ( )2pu ξ± 可以

扩张演化为钟状孤波解 ( )2Su ξ± 。 
同理，对于方程(1.1)包围同宿轨和奇点的闭轨对应的周期波解 ( )3pu ξ±  (由(4.18)式给定)在 Hamilton

能量 ( ) +
3 0,0 0h H +→ = 时，有 

( )
( ) ( )

( )( )
( )

+ 2
3 3

2
3

3 0 32 20,0 1 3 3

0

2

2
lim lim ,

2 1 2 1

2 sech

,

p
h H k

S

qk nqa cn k
k k

q nq

a

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

±

→ →

±

 −
= ± ⋅ −  − − 

= ± − −

=

 

( )
( ) ( )

+
3

3 2
0,0

lim .p S
h H

u uξ ξ± ±

→
=                                 (5.3) 

故当 0n < ，Hamilton 能量 ( )3 0,0 0h H + +→ = 时，方程(1.1)的周期波解 ( )3pu ξ± 可以收缩演化为钟状

孤波解 ( )2Su ξ± 。 

5.3. 方程(1.1)的周期波解随 Hamilton 能量向孤波解演化的示意图 

此小节我们描绘出当 Hamilton 能量变化时，周期波解 ( )1pu ξ+ 的振幅 ( )1pa ξ+ 向孤波解 ( )1Su ξ+ 的振幅

( )1Sa ξ+ 演化， ( )2pu ξ+ 的振幅 ( )2pa ξ+ 向孤波解 ( )2Su ξ+ 的振幅 ( )2Sa ξ+ 演化的三维示意图，这样就可以更加

清楚明白这两种解之间的演化过程。 
1) 当 ( )1 1,0h H x→ 时， ( )1pu ξ+ 的振幅趋于 ( )1Su ξ+ 的振幅的示意图，选取 1σ = ， 2v = ， 3ω = ，此时 

2n = ， 2q = − ，
2

2
4

nq
= 。当振幅所对应 Hamilton 能量 2h −→ 时，方程(1.1)的周期波解的振幅 ( )+

1pa ξ 演 

化为孤波解的振幅 ( )+
1Sa ξ 的三维图形如图 5~8 所示： 

 

 
Figure 5. When 1.99h = , the diagram of ( )+

1pa ξ  

图 5. 当 1.99h = 时， ( )+
1pa ξ 的图像 
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Figure 6. When 1.9999h = , the diagram of ( )+

1pa ξ   

图 6. 当 1.9999h = 时， ( )+
1pa ξ 的图像 

 

 
Figure 7. When 1.999999h = , the diagram of ( )+

1pa ξ  

图 7. 当 1.999999h = 时 ( )+
1pa ξ 的图像 

 

 
Figure 8. When 2h = , the diagram of ( )+

1Sa ξ  

图 8. 当 2h = 时， ( )+
1Sa ξ 的图像 

 

2) 当 ( )2 0,0h H→ 时， ( )2pu ξ+ 的振幅趋于 ( )2Su ξ+ 的振幅的示意图，选取 1σ = − ， 2v = ， 5ω = − ，
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此时 2n = − ， 2q = − 。当振幅所对应 Hamilton 能量 0h → 时，方程(1.1)的周期波解的振幅 ( )+
2pa ξ 演化为

孤波解的振幅 ( )+
2Sa ξ 的三维图形如图 9~12 所示： 

 

 
Figure 9. When 0.01h = − , the diagram of ( )+

2pa ξ  

图 9. 当 0.01h = − 时， ( )+
2pa ξ 的图像 

 

 
Figure 10. When 0.0001h = − , the diagram of ( )+

2pa ξ  

图 10. 当 0.0001h = − 时， ( )+
2pa ξ 的图像 

 

 
Figure 11. When 0.000001H = − , the diagram of ( )+

2pa ξ  

图 11. 当 0.000001H = − 时， ( )+
2pa ξ 的图像 
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Figure 12. When 0H = , the diagram of ( )+

2Sa ξ  

图 12. 当 0H = 时， ( )+
2Sa ξ 的图像 

6. 结论 

本文我们运用平面动力系统理论、假设待定法和基于首次积分的分析方法，求出了 Eckhaus-Kundu
方程(1.1)型如(2.1)全部的钟状和扭状孤波解，以及三类周期波解。文中进一步讨论了孤波解和周期波解

关于其振幅对应的 Hamilton 能量之间的演化，发现了 Eckhaus-Kundu 方程(1.1)为什么能产生型如(2.1)的
孤波解和周期波解，其根本原因是由行波解 u 的振幅 ( )a ξ 对应的 Hamilton 系统的能量 h 取值变化起着

关键的作用。了解这一点对于掌控或调制所研方程描述的实际模型是有意义的。 
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