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摘  要 

本文考虑部分线性变系数测量误差模型的估计问题，同时考虑线性部分自变量存在多重共线性和线性部

分存在约束条件时两种情形，基于校正的profile最小二乘技术与Liu估计方法，分别构造了未知参数分

量的Liu估计和约束Liu估计，并研究了所提估计量的渐进性质。 
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Abstract 
This paper considers estimation of semiparametric partially linear varying coefficient measure-
ment error model when the problem of multicollinearity exists and linear restrictions on the pa-
rameter components are available. Based on the corrected profile least-squares approach and Liu 
estimation method, the Liu estimator and the corresponding restricted Liu estimator for the pa-
rametric component are constructed, and their statistical properties are given. 
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1. 引言 

测量误差模型是统计学和计量经济学领域的重点研究内容之一，近二十年来，半参数测量误差模型

的研究得到了越来越多的关注。本文研究如下的带有测量误差的半参数部分线性变系数模型 

( )T TY X Z U
V X

ε = + +


= +

β α
ξ

                                 (1) 

其中，Y为因变量观测量， ,Z X 和U分别为自变量观测值， ( )T
1 2, , , pβ β β= β 为模型中线性部分的未知

待估系数， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , qα α α⋅ = ⋅ ⋅ ⋅α 为模型中变系数部分的未知系数函数。 ε 是均值为零的模型误

差，测量误差ξ 与 ( ), , ,Y UX Z 独立，有 ( ),E Cov= =0 ξξ ξ Σ ，一般假定协方差矩阵 ξΣ 已知。 
对于模型(1)，You和Chen (2006) [1]基于部分线性变系数模型的profile最小二乘估计提出了一种校正

估计方法，Wei (2012) [2]在这个估计方法的基础上对模型(1)考虑了未知参数分量 β 的约束估计，并讨

论了对应的约束检验问题。 
使用多元回归模型分析实际数据时，不同自变量之间往往存在较强的线性关系，我们将这种现象称

之为多重共线性。多种共线性会导致模型推断的错误，比如最小二乘估计虽然在理论上还有无偏估计，

但方差很大，基于实际数据得到的估计结果表现为回归系数的正负号与实际问题相反，回归系数估计值

的绝大致异常大等。为了解决多重共线性问题，一方面可以在变量选择上进行深入分析，采用删除一些

自变量的方式。另一方面，构造有偏估计用以降低估计量的均方误差，目前得到研究较多的有偏估计有

岭估计、主成分估计和Liu估计。对于测量误差模型，由于自变量不能精确观测，其有偏估计的研究也

相对复杂，因为目前研究结果相对较少，有关的结果可参考文[3] [4] [5]。对于半参数测量误差模型的有

偏估计，文[6] [7] [8]针对部分线性测量误差模型分别研究了岭估计和Liu估计。对于模型(1)，文[9]构造

了模型(1)的岭估计。基于以上研究，本文主要给出模型(1)的Liu估计和对应的约束Liu估计，并给出估计

量的渐近性质。 
论文第2节将构造参数分量的Liu估计，并给出所提估计量的渐近性质。第3节将构造参数分量的约

束Liu估计并研究其性质。定理的证明在第4节给出。结论将在第5节给出。 

2. 参数分量的 Liu 估计 

为了构造模型的Liu估计和约束Liu估计，首先介绍You和Chen (2006) [1]针对模型(1)提出校正Profile 
最下二乘法估计，我们要在这个估计方法的基础构造有偏估计。记 { } 1

, , , n
i i i i i

Y U
=

X Z 为来自模型(1)的样

本数据，这里先假设自变量 X 可以被精确观测，则有如下的模型 

( )T T , 1, 2, , .i i i i iY U i nε= + + =X Z β α                            (2) 
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假定参数分量 β 已知，则模型(2)可等价写成如下形式的变系数模型 

( ) ( ) ( )T
1 1i i i i q i iq iY U Z U Zα α ε− = + + +X β                         (3) 

采用局部线性光滑方法对模型(43)进行估计。假设系数函数 ( ){ }, 1, 2, ,j j qα ⋅ = 
二阶连续可导，对于 0u

附近的点u，由Taylor展开可得 

( ) ( ) ( )( )0 0 0 , 1, 2, ,j j ju u u u u j qα α α′≈ + − =                         (4) 

其中 ( ) ( )j ju u uα α′ = ∂ ∂ ， ( ) ( )( ){ }0 0, , 1, 2, ,j ju u j qα α′ =  的局部加权最小二乘估计可通过极小化下式得

到 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
2

T
0 0 0 0

1 1

qn

i i j j i ij h i
i j

Y u u U u Z K U uα α
= =

 
′− − + − − 

 
∑ ∑X β                (5) 

其中核函数 ( ) ( )hK K h h⋅ = ⋅ ，h是窗宽。 
为了方便叙述，记 

0

T T1 0
1 1T

11
T TT 2 0

2 2 22

T

T T0

, , ;u

n n n
n n

U u
hY

U uY
Y h

Y U u
h

− 
 

    
  −   
    = = =    
    
      −

 
 

Z Z
X

Z ZX
X D

X
Z Z




 

 

以及 ( ) ( ) ( )( )0 1 0 2 0 0, , ,u h h h ndiag K U u K U u K U u= − − −W 
，那么可得系数函数 ( )0uα 的局部线性估计为 

( ) ( ){ } ( )
0 0 0 0 0

1T T
0ˆ q q u u u u uu

−
= −I D W D D W Y X0α β                        (6) 

其中矩阵 qI 和 q0 分别为q维的单位阵和元素全为零的矩阵。用得到的 ( )ˆ iUα 代替(2)中系数函数 ( )iUα ，

经过简单整理可得如下的线性模型 
T , 1, 2, ,i i iY i nε= + =X β                                   (7) 

其中 ( ) ( )T
1, , n nY Y= = −Y Ι S Y ， ( ) ( )T

1, , n n= = −X X X Ι S X ， 

( )
( )

( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1T T T
1

1T T T
2

1T T T
n n n n n

U U U U U

U U U U U

n U U U U U

−

−

−

    
    =  
 
     

Z D W D D W

Z D W D D WS

Z D W D D W



0

0

0

 

如果自变量 iX 能被精确观测，那么对上面得到的模型(7)使用最小二乘法可以直接得到 β 的估计。然而，

模型(1)中得不到自变量 iX 的观测值，得到的观测数据实际是 iV ，直接用 iV 来直接代替 iX 对模型(7)进
行估计，由于测量误差的存在，所构造的估计不是相合估计量。对于由于测量误差带来的这一问题，

You和Chen (2006) [1]对Profile最小二乘估计进行校正，得到了如下的校正估计 

( ) ( ) ( ) 1T T T Tˆ arg min
pR

n n
β

−

∈

 = − − − = −  
Y V Y V V V V Yξ ξβ β β β βΣ Σ                (8) 

其中 ( )T
1, , n=V V V

， ( )n= −V I S V 。 
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类似于普通线性回归模型中 Liu 估计量的构造，构造如下的辅助函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TT T
1

ˆ ˆF Y V Y V n d dξβ β β β β β β β β= − − − ∑ + − −                  (9) 

( )1F β 关于 β 求导，并令其偏导数等于0，有 

( ) ( ) ( )1 T ˆ2 2 2 0
F

V Y V n dξ

β
β β β β

β
∂

= − − − ∑ − − =
∂

                     (10) 

整理可得参数分量 β 的Liu估计 

( ) ( ) ( ) ( )1 1T T T Tˆ ˆ ˆ
Liu p p pV V n I V Y d V V n I V V n dIξ ξ ξβ β β

− −
= − ∑ + + = − ∑ + − ∑ +          (11) 

下面给出所提估计量 ˆ
Liuβ 的渐近性质。定义 ( ) ( ) ( ) ( )T T,u E U u u E U u= = = =ZZ ZXΓ Φ ， 

( ) ( )
2

T 1
1 1 1 1 1E U U

⊗−  = −   
X ZΣ Φ Γ 以及 ( ) ( ) ( ){ }

2
T 1 T

2 1 1 1 1 1 1 1E U U ε
⊗

− = − + − + X Z ξξ ξ β βΣ Φ Γ Σ ，
2

A⊗

表示 TAA 。 
定理1. 若第4节中的假设A.1~A.6成立，参数分量 β 的Liu估计有如下性质 

( ) ( )1 1
1 2 1

ˆ , .D
Liun N − −− → 0β β Σ Σ Σ  

该结论表明基于校正Profile最小二乘估计方法的 ˆ
Liuβ 的渐近性质与Profile最小二乘估计 β̂ 的相同。 

3. 参数分量的约束 Liu 估计 

本节考虑考虑如下的线性约束条件 

A bβ =                                        (12) 

其中 A 是 k p× 维的已知矩阵，且 ( )rank A k= ，b 是 1k × 维的已知向量。下面构造部分线性变系数测量

误差模型(1)在约束条件(12)下的约束 Liu 估计。 
构造如下的辅助函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
TT T T

2
ˆ ˆ, 2F Y V Y V n d d A bξβ λ β β β β β β β β λ β= − − − ∑ + − − + −          (13) 

其中 λ 是 k 维 Lagrange 乘子。针对函数 ( )2 ,F β λ 关于 β ， λ 分别求导，并令偏导数等于 0，有 

( ) ( ) ( )2 T T, ˆ2 2 2 2 0
F

V Y V n d Aξ

β λ
β β β β λ

β
∂

= − − − ∑ − − + =
∂

                 (14) 

和 

( )2 ,
0

F
A b

β λ
β

λ
∂

= − =
∂

                                (15) 

(14)式整理可得 

( ) 1T Tˆ
Liu pV V n I Aξβ β λ

−
= − − ∑ +                            (16) 

将(16)式带入(15)，有下式成立 

( ) 1T Tˆ
Liu pb A A V V n I Aξβ λ

−
= − − ∑ +                           (17) 

如果 ( ) 1T T
pA V V n I Aξ

−
− ∑ + 可逆，则有 λ 的估计为 
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( ) ( )
11T Tˆ ˆ

p LiuA V V n I A A bξλ β
−− = − ∑ + −  

                        (18) 

将上式代入(16)，可得 β 的约束 Liu 估计为 

( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆR

Liu Liu p p LiuV V n I A A V V n I A A bξ ξβ β β
−− − = − − ∑ + − ∑ + −  

            (19) 

对于 ˆ R
Liuβ ，显然有 ˆ R

LiuA bβ = 。 
下面给出所提估计量 ˆ R

Liuβ 的渐近性质。 
定理2. 若第4节中的假设A.1~A.6成立， ˆ R

Liuβ 有如下性质 

( ) ( ) ( )T1 1
1 2 1

ˆ , I D I D .DR
Liu p pn N − − − → − −  

0β β Σ Σ Σ  

11 T 1 T
1 1D A A A A

−− −  = Σ Σ  

该结论表明基于校正Profile最小二乘估计方法的约束Liu估计 ˆ R
Liuβ 与Wei (2012) [2]中提出的约束估计

的渐近分布相同。 

4. 定理的证明 

下面给出定理 1 和定理 2 成立需要的条件，这些条件是 You 和 Chen (2006) [1]采用过的。 
(A.1) 随机变量U具有有界支撑Π ，其密度函数 ( )f ⋅ 在其支撑上满足Lipschitz连续，且不为0。 
(A.2) 对于任一U ∈Ω，矩阵 ( )TE Uzz 为非奇异， ( )TE Uzz ， ( ) 1TE U

−
zz 和 ( )TE Uzx 都是Lipschitz

连续的。 
(A.3) 存在 2s > 使得

2sE < ∞x 和
2sE < ∞z ，对于 12 sε −< − 使得 2 1n hε − → ∞。 

(A.4) ( ){ }, 1, ,j j qα ⋅ = 
二阶连续可导。 

(A.5) 函数 ( )K ⋅ 为对称密度函数，具有紧支撑。 
(A.6) 8 0nh → 和 ( )22 lognh n →∞。 
引理1 若假设A.1~A.6成立，参数分量 β 的校正最小二乘估计有如下性质 

( ) ( )1 1
1 2 1

ˆ , .Dn N − −− → 0β β Σ Σ Σ  

该引理是You和Chen (2006) [1]的定理3.1。 
定理1的证明。 
由You和Chen (2006) [1]中的引理A.3和A.4，可得 

( ) ( )T T
1 1

1 1,
p p

p pV V n I V V n dI
n nξ ξ− ∑ + →Σ − ∑ + →Σ  

再由引理1，利用Slutsky定理，可得 

( ) ( )1 1
1 2 1

ˆ , .D
Liun N − −− → 0β β Σ Σ Σ  

定理2的证明。 
由You和Chen (2006) [1]中的引理A.3和A.4，可得 

( )T
1

1 p

pV V n I
n ξ− ∑ + →Σ  

从而有 
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( ) ( )
11 1T T T T

p

p pV V n I A A V V n I A A Dξ ξ

−− − − ∑ + − ∑ + →  
 

利用Slutsky定理，可得 

( ) ( ) ( )T1 1
1 2 1

ˆ , I D I D .DR
Liu p pn N − − − → − −  

0β β Σ Σ Σ  

5. 总结 

本文主要研究了部分线性变系数测量误差模型的 Liu 估计问题，针对线性部分自变量存在多重共线

性这一问题构造了有偏估计方法，同时也考虑了线性约束下的 Liu 估计。本文只考虑了线性部分的自变

量的多重共线性问题，没有考虑变系数部分存在多重共线性的问题，这在实际问题分析中同样重要，将

是以后研究的方向。 
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