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摘  要 

本文基于算子分裂方法，提出了求解分数阶Gray-Scott模型的一种高效数值逼近格式。首先采用算子分

裂法将原问题分解为线性子问题和非线性子问题：线性子问题采用Crank-Nicolson(CN)格式结合二阶中

心差分，建立整体二阶的数值计算格式；非线性子问题采用CN格式结合Rubin-Graves线性化技术，建立

线性化求解格式；并给出算法的稳定性和收敛性分析。最后，通过数值算例验证了算法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, an efficient numerical approximation algorithm for solving the fractional-order 
Gray-Scott model is proposed based on the operator splitting method. Firstly, the operator split-
ting method is used to decompose the original problem into linear and nonlinear subproblems: 
the linear subproblem adopts the Crank-Nicolson (CN) format combined with the second-order 
central difference to establish the overall second-order numerical computation format; the nonli-
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near subproblem adopts the CN format combined with the Rubin-Graves linearization technique 
to establish the linearized solution format; and the stability and convergence analysis of the algo-
rithm are given. Finally, the validity of the algorithm is verified by numerical examples. 
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1. 引言 

Gray-Scott 模型(简称 GS 方程)是反应–扩散模型的重要组成部分，在化学、生物学、物理学等领域

有广泛的应用。反应–扩散所形成的各种模式在自然界中都可以找到，例如点–点的分裂，条带以及运

移波等。GS 模型是科研学者描述反应器中浓度的时空变化的一种化学动力模型。整数阶 GS 方程如下： 

( )

( )

2

2

1u u

v v

u uv F u
t
v uv F v
t

µ

µ κ

∂ = ∆ − + − ∂
∂ = ∆ + − +
 ∂

 

传统 GS 模型是一个二阶整数阶偏微分方程，但现实生活中许多自然现象无法用整数阶微积分方程

模拟。例如，在研究分子扩散、粘性流体运动及物质运输过程等问题时，人们发现传统的基于 Fick 扩散

定律建立的整数阶对流扩散方程，并不能很好的模拟溶质迁移过程中所检测到的穿透曲线提前和拖尾现

象，以及弥散系数随研究尺度增大而增大的现象，而分数阶对流扩散方程[1] [2] [3] [4]可以很好的模拟这

种现象。本文研究的分数阶 GS 方程如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
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v

u u u F u x t J
t
v v u F v x t J
t
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µ ν

µ ν κ

∂ = − −∆ − + − ∈Ω× ∂

∂ = − −∆ + − + ∈Ω×

∂

                      (1.1) 

分数阶偏微分方程被广泛应用于工程和科学领域的复杂系统中。其分数阶导数能够很好的描述具有

遗传性或记忆性、长距离依赖性的复杂环境，因而分数阶偏微分方程成为了模拟不规则扩散、污染物运

移、随机动态系统、经济以及风险测评等复杂现象的强有力的数学工具。 
近年来，在工程与科学领域，许多研究人员对分数阶 GS 模型进行了研究和分析，但是大量研究表

明求分数阶 GS 模型的精确解是极为困难的，因此一些学者转而研究数值计算技术求解 GS 模型。2019
年，Wang 等在文[5]中采用谱配置方法求解分数阶 GS 模型，并给出了相应的数值模拟。在文[6]中，

Abbaszadeh 和 Dehghan 使用降阶差分方法对分数阶 GS 模型进行了数值模拟，但是该方法时间精度仅为

一阶。在文[7]中，Pindzaa 和 Owolabi 将 Fourier 谱方法应用于含有分数阶导数的反应–扩散模型进行求

解，他们考虑了包括分数阶 GS 模型和分数阶 Schnakenberg 系统的几类模型。在文[8]中，Alzahrani 与

Khaliq 用 Fourier 谱方法和高阶时间步进方法模拟了一些空间分数阶反应–扩散模型，包括分数阶
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Brusselator 系统、分数阶 Schnakenbergx 系统和分数阶 GS 模型。但是文[7] [8]都没有给出全离散数值格

式的理论分析。由于分数阶算子具有非局部性，数值上将会获得稠密的或者满的系数矩阵。为了克服计

算量过大的瓶颈，Wang 提出了一类快速数值计算算法，可以高效地解决这一问题[9] [10] [11] [12]。樊恩

宇利用有限元法研究了 GS 方程的数值解[13]。王亭亭采用有限差分方法导出 GS 方程的数值格式，并对

时间半离散数值格式的稳定性进行了分析[14]。 
算子分类方法[15] [16]是求解复杂时间依赖模型的有效方法，其主要思想是将原始问题分解为一系列

简单的子问题，通过构造子问题的行之有效的格式，达到整体算法的最优，因此算子分裂方法已被广泛

应用于解决许多复杂问题。而本文就是基于算子分裂法，提出了求解分数阶 GS 模型的一种高效数值逼

近算法，在时间方向上用算子分裂法将 GS 方程分解成线性部分和非线性部分，空间方向上采用差分方

法。针对线性子问题，本文采用差分方法求解；针对非线性子问题，本文采用 Crank-Nicolson 差分格式

和 Rubin-Graves 线性化技术处理非线性项。最后通过数值算例验证格式的收敛阶并对长时间动力行为进

行模拟。对比前人的研究，本文主要有以下三个创新点： 
• 提出了一种求解分数阶 GS 模型的新型线性化算子分裂格式； 
• 分析了格式在 L2-norm 下的稳定性和收敛性； 
• 对比研究了不同α 对数值实验结果的影响。 

2. 一种新的线性化二阶算子分裂方法 

2.1. Strang 算子分裂方法 

我们现在描述一下分裂策略。让 S 和 NS 是与以下线性部分和非线性部分相关的精确解算子。 
线性部分为： 

( )
( ) ( )

2

2

t u

t v

u u Fu

v v F v

α

α

µ

µ κ

 = − −∆ −


= − −∆ − +
                             (2.1) 

非线性部分为： 

2

2
t

t

u uv F

v uv

 = − +


=
                                    (2.2) 

然后我们利用如下的二阶对称 Strang 分裂法估计方程(1.1)由 t 到 t τ+ 的近似解： 

( ) ( ) ( ), ,
2 2L N Lx t S S S x tτ ττ τ   + ≈    

   
u u                          (2.3) 

其中 ( )T,u v=u  
接下来，我们将用近似解算子 ,hSτ

 和 ,h
NSτ 近似代替精确解算子 S 和 NS 。 

2.2. 线性子问题的数值近似： → hS S ,τ
   

针对线性子问题(2.1)，我们研究整数阶的情况，整数阶情况由如下给出： 

( )
t u xx

t v xx

u u Fu
v v F v

µ
µ κ

= −
 = − +

                                  (2.4) 

接下来我们采用 Crank-Nicolson 方法对其进行离散化得到： 
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令 22
ua
h
µ τ

= ， 21
2

u Fb
h
τµ τ

= + + ， 21
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u Fc
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τµ τ
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进一步简化得到： 
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为进一步验证格式的有效性，将对其做稳定性分析。 
定理 1：对于任意 0τ ≥ ， 0h ≥ ，差分格式(2.5)是无条件稳定的。 
证明：对于(2.5)式，可以简化为： 

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
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利用 Fourier 方法，令 e ji xn n
ju E ω= ， e ji xn n

jv F ω= ，得： 
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由此得到增长因子： 
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从而 ( ), 1uG τ ω ≤ ，同理可得： ( ), 1vG τ ω ≤ ，从而此格式无条件稳定。 

2.3. 非线性子问题的数值近似： → h
N NS S ,τ  

基于 Crank-Nicolson 差分格式和 Rubin-Graves 线性化技术处理 2uv 。周期边界条件下的非线性子问题

(2.2)利用以下线性化格式求解： 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 21 1

1 2 21 1

1 1
2 2

1 1
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m m
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i i i i i i i
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                    (2.6) 

现使用“冻结系数”策略来讨论上述格式的稳定性。由以下常数冻结 ( )2mv 和 m mu v 两项： 

( ){ }2

1 0 0
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im M i
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u vθ
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=  

那么(2.6)用矩阵可以表示为： 
1m m

i iX Y Z+ = +u u                                     (2.7) 

其中： 
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当 2 11 0
2
ττθ θ− + ≠ 时，矩阵 A 可逆。 

于是有

2

1 2 1 2 2 2
1

2

2 1 1 1 2 1 1 2

1 1
2 2 21

1 1 12 2 2 2 2 4

X Y

τ τ τθ τθ θ θ τθ θ

τ τ τ τ τ ττθ θ θ θ θ θ θ θ

−

  + − − − −  
  =

  − + + − + −     

 

记： 
2

11 1 2 1 2 12 2 2

2

21 1 1 22 2 1 1 2

1 , 1
2 2 2

1 , 1
2 2 2 2 4

g g

g g

τ τ τθ τθ θ θ τθ θ

τ τ τ τ τθ θ θ θ θ θ

  = + − − = − −  
  


  = + = − + −   

 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.123114


刘将华 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123114 1125 应用数学进展 
 

于是有 ( ) ( )
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结合上述两个不等式，我们得到 

( ) ( )T21 1 1
12

1X Y X Y X Y C τ− − −

∞
≤ ≤ +                            (2.9) 

其中
2X 和 X

∞
是 X 的光谱范数和各列之和的最大值。 

因此，通过(2.7)和(2.9)我们有如下定理： 
定理 2：在(2.8)的条件下，对于任何一种网格剖分方法 ( ){ }T, | 0 1i iu v i N= ≤ ≤ −U 有： 
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,
11h

NS Cτ τ≤ +U U  

现在，对于问题(1.1)我们得到一种快速有效的二阶算子分裂格式： 

( ) ( )

( ) ( )

* 1

* 1

** * 2 2* ** * * ** * *

** * 2 2* ** * * ** * *

1 1 **

1 1 **

,
2

,
2

1 1 ,
2 2

1 1 ,
2 2

,
2

.
2

m

m

m

m

U A B U

V C D V

U U V U U V V V U F

V V V U U V V V U

U A B U

V C D V

τ

τ

τ

τ

τ

τ

−

−

+ −

+ −

  =    


  =    

 −

= − − + +


 −

= + −



  =    

  =    

                     (2.10) 

3. 数值实验 

由于分数阶 GS 模型极难求出解析解，本文采用以下公式计算时间误差及收敛阶： 

( )

( )

2

2

max , max

,max ,
rate_ log

max ,
2

h hu h U U

hu h
u

u h

τ ττ

τ
τ

 = −

    

 =
        

足够小  

空间误差及收敛阶计算公式如下： 

( )
( )
( )

2

2

max , max

,max ,
rate_ log

max , 2

h hu h U U

u h
u

u h

τ ττ

ττ
τ

 = −

  

=      

足够小  

其中 hU τ 代表采用时空步长分别为τ 和 h，计算出的 T 时刻的数值解，变量 V 采用类似方法计算，所有计

算均在 VivoBook_ASUSLaptop X512JP_V5000JP 计算机上使用 Matlab2020a 编程软件以双倍精度进行。 

收敛性测试与一维相图仿真 

考虑区域 1 1,0 1x t− ≤ ≤ ≤ ≤ 上的空间分数阶 Gray-Scott 方程，初值如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

3 5

,0 1 sin 2

,0 1 cos

u x t x

v x t x

 = +


 = + −π

π
                             (3.1) 

参数选取如下： 

0.03F = ， 0.062κ = ， 52 10uµ
−= × ， 510vµ

−=  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.123114


刘将华 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.123114 1127 应用数学进展 
 

下面我们计算 1T = 的不同时间步长、不同空间步长时的最大误差 Err∞ 及相应的收敛阶，结果见表

1、表 2： 
 

Table 1. Maximum error and convergence order for a spatial step of 1/500 
表 1. 空间步长为 1/500 的最大误差及收敛阶 

时间步长/τ u 最大误差/maxu u 收敛阶/rate_u v 最大误差/maxv v 收敛阶/rate_v 

1/100 5.3935e−01 0.4517 9.4812e−03 2.0176 

1/200 2.8893e−01 0.9005 2.3304e−03 2.0245 

1/400 9.6139e−02 1.5875 5.4870e−04 2.0865 

1/800 2.4417e−02 1.9772 1.2294e−04 2.1580 

 
Table 2. Maximum error and convergence order for a time step of 1/4000 
表 2. 时间步长为 1/4000 的最大误差及收敛阶 

空间步长/h u 最大误差/maxu u 收敛阶/rate_u v 最大误差/maxv v 收敛阶/rate_v 

1/40 1.3460e−02 1.9666 2.8248e−02 2.0457 

1/80 3.3552e−03 2.0043 7.0038e−03 2.0119 

1/160 8.3664e−04 2.0037 1.7433e−03 2.0063 

1/320 2.0629e−04 2.0200 4.3128e−04 2.0151 

 
由上表可知，随着网格的剖分变细， Err∞ 变得越来越小，且收敛精度越来越接近理论结果。 
同时，利用初值条件(3.1)我们进行了一维相图仿真，并模拟了长时间动力行为( 100T = )，结果见图

1、图 2： 
 

 
Figure 1. Image of u 
图 1. u 的图像 
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Figure 2. Image of v 
图 2. v 的图像 

4. 结论 

本文综合利用算子分裂法、Crank-Nicolson 差分格式和 Rubin-Graves 线性化技术求解空间分数阶

Gray-Scott 方程，建立求解了 GS 方程的一种高效数值格式，并给出了稳定性分析。最后，通过数值实验

验证了所提出格式的收敛阶。 
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