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摘  要 

对于某个整数 t ≥ 4，如果G和H是 tK 的两个边不交的、非同构的、无孤立点的生成子图且满足

( ) ( ) ( )tE G E H E K = ，那么称 ( )G H, 是阶为t的图对。Abueida和Daven得到了 m nP P ， m nP C ，

m nP K ， m nC C ， m nC K ， m nK K 的阶为4的图对分解存在的充要条件。作为其结果的推广，本文

给出 ( )m nP Pλ ， ( )m nP Cλ ， ( )m nP Kλ ， ( )m nC Cλ ， ( )m nC Kλ ， ( )m nK Kλ ， ( )nL Kλ 的阶为

4的图对分解存在的充要条件。 
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Abstract 
For some integer t ≥ 4, if G and H are edge disjoint, non-isomorphic and non-isolated vertices span-
ning subgraphs of tK  such that ( ) ( ) ( )tE G E H E K = , then we say that ( )G H,  is a graph-pair of 
order t. Abueida and Daven have introduced the necessary and sufficient conditions of the exis-
tence of multidecompositions of m nP P , m nP C , m nP K , m nC C , m nC K , m nK K  for graph- 
pair of order 4. As a generalization, we obtain the necessary and sufficient conditions of the exis-
tence of multidecompositions of ( )m nP Pλ , ( )m nP Cλ , ( )m nP Kλ , ( )m nC Cλ , ( )m nC Kλ , 
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( )m nK Kλ , ( )nL Kλ for graph-pair of order 4. 
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1. 引言 

对于某个整数 t ≥ 4，如果 G 和 H 是 tK 的两个边不交的、非同构的、无孤立点的生成子图且满足

( ) ( ) ( )tE G E H E K=
，那么称 ( ),G H 是阶为 t 的图对。如果 1 2, , , lH H H 是图 G 的边不交的子图且

( ) ( )1
l
i iE G E H==  ，则我们说 G 有 }{ 1 2, , , lH H H -分解，并且记为 1 2 lG H H H= ⊕ ⊕ ⊕ 或 1

l
i iG H== ⊕ 。

对于1 i l≤ ≤ ，如果 iH H≅ ，那么我们说G有H-分解。对于1 i l≤ ≤ ，给定一个阶为 t的图对 ( ),S T ，如果 iH S≅

或 iH T≅ 且 1 2, , , lH H H 中至少存在一个 S 的复制和 T 的复制，那么我们说 G 存在阶为 t 的图对分解且记

为 G 有{ },S T -分解。设 nC 表示 n 个顶点的圈，记为 ( )1 2, , , nv v v
。我们把两条点不交的边记为 2E 。显然在

上述定义下，阶为 4 的图对是 ( )4 2,C E 。注意到，如果 G 存在{ }4 2,C E -分解，那么 Gλ 存在{ }4 2,C E -分解。 
设 G 是一个简单图，将 G 的每条边变成 λ 条边得到的重图记为 Gλ 。简单图 G 和 H 的笛卡尔积记为

G H ，其中 ( ) ( ) ( )V G H V G V H= × ， ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , ,E G H u v u v=  { } ( )( 1 2 1 2, ,= ∈u u v v E H 或 

{ } ( ))1 2 1 2, ,v v u u E G= ∈ 。显然，G H H G≅  。设 nK 表示 n 个顶点的完全图，其中 

( ) { }0,1, , 1n nV K nΖ= = −
。设 ,m nK 表示完全二部图 ( ),X Y ，其中 X m= ， Y n= 。尚未给出的图论术

语见文献[1] [2]。 
图分解的存在性问题一直受到众多学者的广泛关注[3]-[8]。其中针对阶为 t 的图对分解的问题，国内

外许多学者对其进行了研究与探索并取得了许多结果。2003 年，Abueida 和 Daven [9]给出了完全图 nK 的

阶为 4 和 5 的图对分解的充要条件。作为其结论的推广：2004 年，刘萍[10]得到了完全多部图 ( )nK t 的阶

为 4 和 5 的图对分解的充要条件。2005 年，Abueida [11]等人研究 nKλ 的阶为 4 和 5 的图对分解的存在

性，给出了 nKλ 的阶为 4 和 5 的图对分解的充要条件。2015 年，Gao 和 Roberts [12]给出了完全图 nK 的

阶为 6 的图对分解的充要条件。2013 年，Abueida 和 Daven [13]考虑特殊图的笛卡尔积的阶为 4 的图对分

解的存在性，得到了 m nP P ， m nP C ， m nP K ， m nC C ， m nC K ， m nK K 存在{ }4 2,C E -分解的充要条

件。 
受以上文献的启发，本文将给出 ( )m nP Pλ  ， ( )m nP Cλ  ， ( )m nP Kλ  ， ( )m nC Cλ  ， ( )m nC Kλ  ，

( )m nK Kλ  ， ( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E -分解的充要条件。因为 ( )4 4E C = ， ( )2 2E E = ，所以 G 存在{ }4 2,C E

-分解的一个必要条件是 ( ) 4V G ≥ ， ( ) 6E G ≥ 且 ( )E G 是偶数。显然，如果图 G 存在 4C -分解，那么图

G 存在{ }4 2,C E -分解。反过来，如果图 G 存在{ }4 2,C E -分解，那么图 G 不一定存在 4C -分解。例如： 4K
存在{ }4 2,C E -分解，但 4K 不存在 4C -分解。 

2. 预备知识 

本节给出了本文需要的一些基本概念和符号。 
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令图 ( ) ( )( ),G V G E G= ，其中 ( )V G 是图 G 的顶点集， ( )E G 是图 G 的边集。如果 G 是一个多重图，

那么两个相同端点之间的边视为不同的边。任意非空子集 ( )S V G⊆ ， [ ]G S 表示 G 的由 S 导出的子图。

G 的线图记为 ( ) ( ){ } { } { } ( ){ }( ), , , , 1L G e e E G e f e f E G e f= ∈ ⊆ = 。 
定理 2.1 ( )H i ， ( )G j 分别表示 ( ) ( )G H V i   和 ( ) ( )G H V j   ，其中 ( ) { } ( )V i i V H= × ( )( )i V G∈ ，

( ) ( ) { }V j V G j= × ( )( )j V H∈ 。 
定理 2.2 ( )nQ i 表示 ( ) ( )nL K V i  ，其中 ( ) { } { }{ }( ), n nV i i j j i i= ∈Ζ − ∈Ζ 。 
定理 2.3 [13] m nP P 存在{ }4 2,C E -分解当且仅 1) ,m n 都是偶数且当 2m = 时， 4n ≥ ，2) ,m n 都是偶

数且当 2n = 时， 4m ≥ ，或 3) ,m n 都是奇数且 3m ≥ ， 3n ≥ 。 
定理 2.4 [13] 2m tP C 存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 2m ≥ ， 2t ≥ 且为整数。 
定理 2.5 [13] m nP K 存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) ,m n 都是偶数且当 2m = 时， 4n ≥ ，2) ,m n 都

是偶数且当 2n = 时， 4m ≥ ，或 3) m 为奇数， ( )0,1 mod 4n ≡ 且 4n ≥ 。 
定理 2.6 [13] m nC K 存在 { }4 2,C E -分解当且仅当 1) m 是偶数， 2≥n ，或 2) m 是奇数且

( )0,3 mod 4≡n 。 
定理 2.7 [13] m nK K  ( )4mn ≥ 存在{ }4 2,C E -分解当且仅当满足下列条件之一：1) ( )0 mod 2m n≡ ≡

且当 ( ) 2m n =或 时， ( ) 2 4n m = ≥或 ，2) m 或 n) 是奇数且 ( ) ( )0 mod 4n m ≡或 ，3) ( )1 mod 4m n≡ ≡ 且当

( ) 1m n =或 时， ( ) 5n m ≠或 ，或 4) ( )3 mod 4m n≡ ≡ 。 
定理 2.8 [11]如果 4m ≥ ，下列结论是正确的： 
1) mK 存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 ( )0,1 mod 4m ≡ 且 5m ≠ 。 
2) 如果 ( )2,3 mod 4m ≡ 且 λ 是偶数，那么 mKλ 存在{ }4 2,C E -分解。 
定理 2.9 [14] 设 , ,m n λ是整数， , 3m n ≥ 且 1λ ≥ 。 nKλ 存在 mC -分解当且仅当 1) m n≤ ，2) ( )1nλ −

是偶数且 3) 
2
n

m λ
 
 
 

。 

定理 2.10 [15] ( )( )4nL K nλ ≥ 存在 4C -分解当且仅当 1) n 是偶数，2) ( )1 mod 4n ≡ ， ( )0 mod 2λ ≡ ，

3) ( )3 mod 4n ≡ ， ( )0 mod 4λ ≡ ，或 4) ( )1 mod8n ≡ ， λ 是奇数。 

3. 主要结论及其证明 

定理 3.1 ( )m nP Pλ  存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) 4mn ≥ ，2) ( )2 6mn m nλ − − ≥ 且是偶数。 
证明 假设 ( )m nP Pλ  存在{ }4 2,C E -分解。因为 ( )( )m nP PV mnλ = 且 

(( )) ( ) ( )( ) ( )1 1 2m nE P P m n n m mn m nλ λ λ= − + − = − − ，所以 4mn ≥ ， ( )2 6mn m nλ − − ≥ 且偶数。因此，

必要性得证。 
下证充分性。设 (( ))m n m nV P P Z Zλ = × 。我们分以下两种情况讨论： 
情形 1 ,m n 奇偶性相同。 
当 ,m n 同为奇数，由定理 2.3，我们有 ( )m nP Pλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 ,m n 同为偶数且 4m ≥ 或 4n ≥ ，由定理 2.3，我们有 ( )m nP Pλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 2m n= = ，因为 ( )2 6mn m nλ − − ≥ ，所以 2λ ≥ 。对于1 1i λ≤ ≤ − ，设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 0,0 , 0,1 , 1,1 , 1,0C i = ，

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 0,0 , 0,1 1,0 , 1,1E =  ， ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 0,0 , 1,0 0,1 , 1,1E =  。那么， 

( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 1 1, 1 2iP P C i E Eλλ −

== ⊕ ⊕ ⊕ 。因此， ( )2 2P Pλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 2 ,m n 奇偶性不同。 
因为 ( )2mn m nλ − − 是偶数，所以 λ 是偶数。 
对于 0 2i m≤ ≤ − ， 0 2j n≤ ≤ − ，设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , 1 , 1, 1 , 1,C i j i j i j i j i j= + + + + ， 
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( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1, ,0 , 1,0 , 1 , 1, 1E i i i i n i n= + − + − ， ( ) ( ) ( ){ } ( ){ ( )}2, 0, , 0, 1 1, , 1, 1E j j j m j m j= + − − + 。那么，

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0 0 02 , 1, 2,n m m n

m n j i i jP P C i j E i E j− − − −
= = = == ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ 。因此， ( )m nP Pλ  存在{ }4 2,C E -分解。 

定理 3.2 ( )m nP Cλ  存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) 4mn ≥ ，2) ( )2 6mn nλ − ≥ 且是偶数。 
证明 假设 ( )m nP Cλ  存在{ }4 2,C E -分解。因为 (( ))m nV P C mnλ = 且 

(( )) ( )( ) ( )1 2m nE P C mn n m mn nλ λ λ= + − = − ，所以 4mn ≥ ， ( )2 6mn nλ − ≥ 且是偶数。因此，必要

性得证。 
下证充分性。设 (( ))m n m nV P C Z Zλ = × 。我们分以下两种情况讨论： 
情形 1 n 是偶数。 
由定理 2.4， ( )m nP Cλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 2 n 是奇数。 
因为 ( )2mn nλ − 是偶数，所以 λ 是偶数。对于 0 1i m≤ ≤ − ，设 

( ) ( ) ( ){ } ({ ) ( )},0 , , 1 1,0 , 1, 1E i i i n i i n= − + + − 。那么， ( ) ( ) ( )1
02 2 m

m n m n iP C P P E i−
== ⊕  。由定理 3.1，

( )m nP Cλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
定理 3.3 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) 4mn ≥ ，2) ( ) ( )( )1 2 1 6mn n n mλ − + − ≥ 且是偶

数，且 3) 1n ≠ 。 
证明 假设 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。因为 (( ))m nV P K mnλ = 且 

(( )) ( ) ( )( )1 2 1m nE P K mn n n mλ λ= − + − ，所以 4mn ≥ ， ( ) ( )( )1 2 1 6mn n n mλ − + − ≥ 且是偶数。当 1n =

时， ( )m n mP K Pλ λ≅ 。由于 mPλ 不存在 4C ，因此 ( )1mP Kλ  不存在{ }4 2,C E -分解。因此，必要性得证。 
下证充分性。设 (( ))m n m nV P K Z Zλ = × 。当 2n = 时， ( ) ( )2 2m mP K P Pλ λ=  ，由定理 3.1，我们有

( )2mP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。当 3n = 时， ( ) ( )3 3m mP K P Cλ λ≅  ，由定理 3.2，我们有 ( )3mP Kλ  存在

{ }4 2,C E -分解。因此，设 4n ≥ 。我们分以下四种情况讨论： 
情形 1 ( )0 mod 4n ≡ 。 
由定理 2.5，我们有 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 2 ( )1 mod 4n ≡ 。 
当 m 为奇数，由定理 2.5，我们有 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 m 为偶数。因为 ( ) ( )( )1 2 1mn n n mλ − + − 是偶数，所以 λ 是偶数。对于 0 2i m≤ ≤ − ，0 1j n≤ ≤ − ，

设 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , , 1, , 1 , 1, 1E i j i j i j i j i j= + + + + 。 ( ) ( ) ( )( )1 1 2
0 0 02 ,2 m n m

i n jm n iP i E i jK K− − −
= = == ⊕ ⊕ ⊕ 。显然，

( )2 2n nK i K≅ 。由定理 2.8 和 2.9，我们有 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 3 ( )2 mod 4n ≡ 。 
当 m 为偶数，由定理 2.5，我们有 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 m 为奇数。因为 ( ) ( )( )1 2 1mn n n mλ − + − 是偶数，所以 λ 是偶数。对于 0 2i m≤ ≤ − ，0 1j n≤ ≤ − ，

设 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , , 1, , 1 , 1, 1E i j i j i j i j i j= + + + + 。 ( ) ( ) ( )( )1 1 2
0 0 02 ,2 m n m

i n jm n iP i E i jK K− − −
= = == ⊕ ⊕ ⊕ 。显然，

( )2 2n nK i K≅ 。由定理 2.8，我们有 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 4 ( )3 mod 4n ≡ 。 
因为 ( ) ( )( )1 2 1mn n n mλ − + − 是偶数，所以 λ 是偶数。对于 0 2i m≤ ≤ − ， 0 1j n≤ ≤ − ，设 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , , 1, , 1 , 1, 1E i j i j i j i j i j= + + + + 。 ( ) ( ) ( )( )1 1 2
0 0 02 ,2 m n m

i n jm n iP i E i jK K− − −
= = == ⊕ ⊕ ⊕ 。显然， 

( )2 2n nK i K≅ 。由定理 2.8，我们有 ( )m nP Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
定理 3.4 ( )m nC Kλ  存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) 4mn ≥ ，2) ( )( )1 2 6mn n mnλ − + ≥ 且是偶数，

且 3) 当 1n = 时， 4m = 。 
证明 假设 ( )m nC Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。因为 (( ))m nV C K mnλ = 且 
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(( )) ( )( )1 2m nE C K mn n mnλ λ= − + ，所以 4mn ≥ ， ( )( )1 2 6mn n mnλ − + ≥ 且是偶数。当 1n = 时，

( )1m mC K Cλ λ≅ 。假设 4m ≠ ，那么 mCλ 不包含 4C 。因此，必要性得证。 
下证充分性。设 (( ))m n m nV C K Z Zλ = × 。当 2n = ， ( ) ( )2 2m mC K C Pλ λ≅  ，由定理 3.2，我们有

( )2mC Pλ  存在{ }4 2,C E -分解。因此，设 2n ≠ 。我们分以下两种情况讨论： 
情形 1 m 是偶数。 
当 1n ≠ ，由定理 2.6，我们有 ( )m nC Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 1n = 。因为 ( )( )1 2 6mn n mnλ − + ≥ ，所以 2λ ≥ 。对于1 1i λ≤ ≤ − ，设 

( ) ( )( ( ) ( ) ( ))1, 0,0 , 1,0 , 2,0 , 3,0C i = ， ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 0,0 , 1,0 2,0 , 3,0E =  ， ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 1,0 , 2,0 0,0 , 3,0E =  。

那么， ( ) ( ) ( ) ( )1
4 1 1 1, 1 2λλ −

== ⊕ ⊕ ⊕iC K C i E E 。因此， ( )4 1C Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 2 m 是奇数。 
当 ( )0,3 mod 4n ≡ 。由定理 2.6，我们有 ( )m nC Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 ( )1,2 mod 4n ≡ 。因为 ( )( )1 2mn n mnλ − + 是偶数，所以 λ 是偶数。对于 0 1j n≤ ≤ − ，设 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0, , 1, 0, 1 , 1, 1E j j m j j m j= − + − + 。那么， ( ) ( ) ( )1
02 2 n

m n m n jC K P K E j−
== ⊕  。由定理 3.3，

( )m nC Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
定理 3.5 ( )m nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) 4mn ≥ ，2) ( )2 2 6mn m nλ + − ≥ 且是偶数，且

3) 当 ( ) 1m n =或 ， ( ) 5n m =或 时， 1λ > 。 
证明 假设 ( )m nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。因为 (( ))m nV K K mnλ = 且 

(( )) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 2 2m nE K K mn n mn m mn m nλ λ λ= − + − = + − ，所以 4mn ≥ ， ( )2 2 6mn m nλ + − ≥ 且

是偶数。当 1m = ， 5n = 时， ( )1 5 5K K Kλ λ≅ 。由定理 2.8， 5K 不存在{ }4 2,C E -分解。所以，当 ( ) 1m n =或 ，

( ) 5n m =或 时， 1λ > 。因此，必要性得证。 
下证充分性。设 (( ))m n m nV K K Z Zλ = × 。当 2m = 时， ( ) ( )2 2n nK K P Kλ λ≅  ，由定理 3.3，

( )2 nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。当 3m = 时， ( ) ( )3 3n nK K C Kλ λ≅  ，由定理 3.4， ( )3 nK Kλ  存在{ }4 2,C E

-分解。当 1m = 时， ( )1 n nK K Kλ λ≅ 。当 5n ≠ 时，由定理 2.8， ( )1 nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。当 5n =

且 λ 是偶数时，由定理 2.9，我们有 5Kλ 存在 4C -分解。因为 4 2 2C E E= ⊕ ，所以 5Kλ 存在{ }4 2,C E -分解。

当 5n = 且 λ 是奇数时，设 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 0,0 , 0,1 0,2 , 0,4E =  ， ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 0,1 , 0,2 0,3 , 0,4E =  ，

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }3 0,0 , 0,4 0,2 , 0,3E =  ， ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }4 0,0 , 0,2 0,1 , 0,3E =  ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }5 0,0 , 0,3 0,1 , 0,4E =  。那么， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 51 1 2 3 4 5K K E E E E Eλ λ= − ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ 。因此，

5Kλ 存在{ }4 2,C E -分解。因此，设 4m ≥ ， 4n ≥ 。我们分以下三种情况讨论： 
情形 1 ,m n 是偶数。 
由定理 2.7，我们有 ( )m nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 2 ,m n 是奇数。 
设 ( )1 mod 4m k≡ ， ( )2 mod 4n k≡ 。不失一般性，我们假设 1 2k k≤ 。因为 ,m n 是奇数，所以 2m n+ − 是

偶数。因为 ( )2 2mn m nλ + − 是偶数，所以 ( )2 2m nλ + − 是偶数。因此， , ,m n λ满足：1)  

( )2 0 mod 4m n+ − ≡ ，2) ( )2 2 mod 4m n+ − ≡ ， λ 是偶数。 
当 ( )2 0 mod 4m n+ − ≡ ，即 ( )1 mod 4m n≡ ≡ 或 ( )3 mod 4m n≡ ≡ 。由定理 2.7，我们有 ( )m nK Kλ  存

在{ }4 2,C E -分解。 
当 ( )2 2 mod 4m n+ − ≡ ，即 ( )1 mod 4m ≡ ， ( )3 mod 4n ≡ 。 
注意到 ( ) ( ) ( )1 1

0 0m
m n
i n j mn KK K K i jλλ λ− −
= == ⊕ ⊕ ， ( ) ( )0 1n nK i K i mλ λ≅ ≤ ≤ − ， 

( ) ( )0 1m mK j K j nλ λ≅ ≤ ≤ − 。由定理 2.8 和 2.9，我们有 ( )m nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 3 ,m n 是奇偶性不同。 
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不失一般性，假设 m 是偶数，n 是奇数。 
当 ( )0 mod 4m ≡ 。由定理 2.7，我们有 ( )m nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
当 ( )2 mod 4m ≡ 。因为 ( )2 2mn m nλ + − 是偶数，所以 λ 是偶数。注意到 

( ) ( ) ( )1 1
1 0m

m n
i n j mn KK K K i jλλ λ− −
= =⊕ ⊕= ， ( ) ( )0 1n nK i K i mλ λ≅ ≤ ≤ − ， ( ) ( )0 1m mK j K j nλ λ≅ ≤ ≤ − 。由定

理 2.8 和 2.9，我们有 ( )m nK Kλ  存在{ }4 2,C E -分解。 
定理 3.6 ( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 1) ( )1 2 4n n − ≥ ，2) ( )( )1 2 2 6n n nλ − − ≥ 且是偶数。 
证明 假设 ( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E -分解。因为 ( )( ) ( )1 2nV L K n nλ = − 且 
( )( ) ( )( )1 2 2nE L K n n nλ λ= − − ，所以 ( )1 2 4n n − ≥ ， ( )( )1 2 2 6n n nλ − − ≥ 且是偶数。因此，必要性得

证。 
下证充分性。设 ( )n nV K Z= 。我们分以下三种情况讨论： 
情形 1 n 是偶数。 
由定理 2.10， ( )nL Kλ 存在 4C -分解，因此 ( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 2 ( )1 mod 4n ≡ 。 

( ) ( )1
0

n
n i nL K Q iλ λ−

== ⊕ 且 ( ) 1n nQ i Kλ λ −≅ 。由定理 2.8， ( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E -分解。 
情形 3 ( )3 mod 4n ≡ 。 
因为 ( )( )1 2 2n n nλ − − 是偶数，所以 λ 是偶数。 ( ) ( )1

0
n

n i nL K Q iλ λ−
== ⊕ 且 ( ) 1n nQ i Kλ λ −≅ 。由定理 2.8，

( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E -分解。 

4. 结语 

本文给出了 ( )m nP Pλ  ， ( )m nP Cλ  ， ( )m nP Kλ  ， ( )m nC Kλ  ， ( )m nK Kλ  ， ( )nL Kλ 存在{ }4 2,C E
-分解的充要条件。在文献[13]中， m nC C 存在{ }4 2,C E -分解当且仅当 3m ≥ ， 3n ≥ 。因此， ( )m nC Cλ  存

在{ }4 2,C E -分解的充要条件是 3m ≥ ， 3n ≥ 。注意到， ( ) ( ),m n m nK K L Kλ λ≅ ，因此本文也给出了 ( ),m nL Kλ
存在{ }4 2,C E -分解的充要条件。 

本文仅仅考虑了上述多重图的阶为 4 的图对分解。在已有的基础上，我们还可以考虑上述图的阶为

5 或 6 的图对分解。 
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