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摘  要 

种群研究作为生物研究的重要组成部分之一，在生物发展进程中起着至关重要的作用。文章考虑了一类

带有特殊资源项和随机因素的尺度结构系统数值解的收敛性问题。首先，利用半隐式欧拉数值方法，构

造离散模型的数值解；随后，在一定的假设条件下，利用Itô引理，讨论了该系统数值解的依均方收敛性；

最后，根据离散系统的特点对带有尺度结构的随机种群模型进行了数值模拟，同时验证数值方法的可靠

性。 
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Abstract 
Population research plays an important role in biological research as an important part of biolog-
ical research. The convergence of numerical solutions for a class of scale-structured systems with 
special resource terms and random factors is considered in this paper. First, the numerical solu-
tions of discrete models are constructed by using semi-implicit Euler numerical methods. Then, 
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under certain assumptions, the mean-square convergence of the numerical solution of the system 
is discussed using the Itô lemma. Finally, the stochastic population model with size-structure is 
simulated numerically according to the characteristics of the discrete system, and the reliability of 
the numerical method is verified. 
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1. 引言 

近年来，随机分析发展迅速，带有随机项的微分方程已被广泛的应用于社会中的各个领域[1] [2] [3]。
种群问题自提出以来就备受关注。种群问题的研究对描述生物的发展趋势有着重要的指导意义。种群在

发展的过程中会受到一些随机因素的影响，因此在研究种群问题时考虑随机因素的影响会使研究更加全

面。 
对于带有随机因素年龄结构种群的研究，已经取得了一定的进展。Zhang 和 Han [4]提出一种数值迭

代格式，用来求得随机年龄种群的数值解，并证明了数值解的收敛性。Li 等[5]证明了在局部 Lipschitz 条

件下，带 Markovian 转换年龄依赖随机种群模型数值解的依均方收敛性。同时，马东娟和张启敏[6]提出

带有 Poisson 跳的随机种群扩散系统，利用半隐式欧拉方法获得的解收敛于系统的真实解。Li 等[7]研究

了污染环境中具有 Markovian 转换的随机年龄结构种群模型，利用截断 EM 方法，建立了数值逼近在 q
阶矩下的强收敛准则。此外，Shi [8]阐述了在给定的数值边界条件下，利用隐式欧拉方法将随机年龄结

构人口模型完全离散化，并对其所得的数值解进行了收敛分析。 
然而，在生物种群实际问题的研究过程中，仅考虑年龄因素对生物种群的影响还不够全面。因此，

带有尺度结构的生物种群模型应运而生。尺度结构是指种群中受自身影响的因素，例如生物的质量、长

度、年龄、宽度等。生物的个体尺度对生物个体的繁殖能力、新陈代谢能力、摄食率、死亡率都有着很

大程度的影响。目前，对于带有尺度结构模型的研究主要有：Itô 等[9]提出一种算法用于计算尺度结构模

型的解。Ackleh 和 Itô [10]考虑“完全非线性”尺度结构种群模型，利用隐式有限差分格式来逼近此方程

的解，并且验证了该模型解的收敛性。同时，Abia 等[11]综合概括了求解尺度结构模型的数值方法，并

比较了这些方法在准确性、效率、通用性等方面的优劣性。Angulo 和 López-Marcos [12]利用二阶特征方

法来获得尺度结构种群模型的数值解。此外，刘炎[13]进一步研究了带有资源项制约的尺度结构种群平衡

解的稳定性，利用算子半群等理论将非线性化系统线性化，并最终给出平衡解的稳定条件。Liu 和 He [14]
对带有资源项的尺度结构模型也进行了讨论，利用算子半群、特征方程的方法得到了系统的平衡解。随

后，袁志宏[15]考虑了具有尺度结构种群动力系统的定性行为，应用微分方程的比较原理, 证明了该系统

解的存在唯一性。刘荣[16]考虑了几类具有尺度结构的种群动力学系统，利用泛函分析、微–积分方程等

理论，分析系统的动力学行为。 
综上，关于随机年龄结构和确定性尺度结构的研究已经相对成熟。但就目前而言，几乎没有关于随

机尺度结构模型的研究。基于自然界中随机性因素对尺度种群有着不可忽略影响的现实需要，本文充分
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考虑了随机因素对尺度结构种群带来的影响，克服了存在随机因素的系统解难以直接解出的困难，提出

了利用数值方法将模型离散化求得数值解的方法，根据 Itô 引理，在假设条件下得到了模型数值解的收敛

性结果。 

2. 模型描述及预备知识 

2.1. 模型描述 

由生物学的背景可知，生物的生存需要水、空气、食物、领地等，其统称为资源。生物的出生率、

死亡率、增长率受资源的影响。基于以上阐述，建立了受资源影响的随机尺度结构种群模型： 
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其中 ( ) ( )0, , 0,t T s M∈ ∈ ， ( ),P s t 表示尺度为 s，时间为 t 时种群的密度； ( )R t 表示在时刻 t 资源的总量；

( )( ) ( )( ) ( )( ), , , , ,g s R t s R t s R tµ β 分别表示依赖于资源的种群内部的增长率、出生率、死亡率； 

( )( ) ( )1 , 0
R t

h R t rR r
K

 
= − > 

 
满足 logistic 增长条件，表示不考虑种群内部自身资源消耗下资源的消耗量； 

( )r t 为可数状态的右连续 Markov 链； ( ) ( )( ), , ,s R t p t sω 表示种群内部资源的消耗量； ( )( ),f r t p 表示种

群系统外在环境的影响； ( )( ),z r t p 表示种群的扩散系数。 

2.2. 预备知识 

令 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 20, 0, , 0,V H M L M L M
s
ϕϕ ϕ ∂ = ≡ ∈ ∈ ∂ 

，其中
s
ϕ∂
∂

是广义偏导数。V 是 Sobolev 空间， 

[ ]( )2 0,H L M= ， [ ]( ), 0,V H H V V H M′ ′ ′→ ≡ → = 是 V的对偶空间。在 , ,V H V ′上的范数分别为 , ,
∗

i i i 。

记 ( ),⋅ ⋅ 表示 H 空间中的标量内积， ,⋅ ⋅ 为 V 与V ′之间的对偶内积。记 K 为可分的 Hilbert 空间。 对于

( ),B L K H∈ ，其中 ( ),L K H 表示从K到H的所有有界线性算子构成的空间。用
2B 来表示Hilbert-Schmidt

范数， ( )T
2B tr BWB= 。 

记 ( ), ,F PΩ 是一个完备的概率空间，其中{ } 0t t
F

>
流满足一般条件，即递增、右连续，且包含所有的

零测度集。 ( ) , 0r t t ≥ 是完备概率空间上右连续的 Markov 链，在有限状态空间 { }1,2, ,S N= � 取值，其生

成元 ( )ij N N
r

×
Γ = 如下： 
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其中 0t∆ > ， ijr 为从 i 到 j 的转移率，当 i j≠ 时， ij ij
i j

r r
≠

= −∑ 。 

在本文中， tW 为定义在完备概率空间 ( ), ,F PΩ 上，具有协方差增量 W，且取值在空间 K 上的标准

Brown 运动。令 [ ]( )0, ;C C M H= ，C 是指从 0,M  到 H 的所有的连续函数所组成的空间，其中的范数
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定义为： 

( ) [ ]( ) [ ]( )
0
sup , 0, ; , 0, ; .P P P P
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≤ ≤

= = =  

考虑以下带有资源项的随机尺度结构模型半隐式欧拉方法的构造过程： 
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将方程(2)用积分的形式表示： 
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令 [ ]1, 0,1Tt
N

θ∆ = ∈� ，给出方程(3)在时间 { }0, ,2 , ,t t t N t T∈ ∆ ∆ ∆ =� 上定义的半隐式欧拉迭代格式： 
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定义。给定步长函数 
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为了后续证明方便，假设： 
1) ( ) ( ),0 0, ,0 0,f i z i i X= = ∈ ； 
2) 存在一个大于零的常数 iK ，对任意的 , ,x y C i X∈ ∈ ，使得 
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3. 相关引理及证明 

将离散后的方程(4)对时间进行积分可得 
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由假设条件(3)得 
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和 
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−
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∫
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≤ ≤ ≤ ≤
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∫  

根据 Gronwall 不等式有 
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其中
2 2 2

1 2 0 1
1 4 ( 1) ( 1) 2
2

1 02 e .
i i ipg M pK g p p K pK K TpC E V

β µ + + + + − +  =  

综上所述 1
0
sup p

t
t T

E V C
≤ ≤

  ≤  
。(6)与(7)同理可证，引理 1 得证. 

引理 2 假设条件(1)~(3)成立，且满足
2

xVE
s

∂
< ∞

∂
，则存在正常数 C2，C3，使得 

( ) 2
1 2

0
sup .t

t T
E V H x C t

≤ ≤

 − ≤ ∆  
 

证明：对 [ ]0,t T∀ ∈ ，存在正整数 K，使得 ( ), 1t n t n t∈ ∆ + ∆  时有 
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f r x H x f r x H x x

z r x H x W

θ θ

µ θ θ

θ θ

∆ ∆

∆

∆

∆

∂∂
− = − = − − − +

∂ ∂

− − +

+ − +

+

∫ ∫

∫

∫

∫
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由 Cauchy-Schwarz 不等式可得 
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25 , d 5 d , d 5 d

t t t tx x x
n t n t k t n t

V V Vg s R x x x g s R x x g t x
s s s∆ ∆ ∆ ∆

∂ ∂ ∂
≤ ≤ ∆

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫  

和 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

2
2

1 2

22
3 1 2

2 22
3 1 2

,
5 1 d

,
5 d 1 d

5 1 d

10 d d ,

t

n t

t t

n t n t

t

n t

t t

n t n t

g s R x
H x H x x

s

g s R x
x H x H x x

s

g t H x H x x

g t H x x H x x

θ θ

θ θ

θ θ

∆

∆ ∆

∆

∆ ∆

∂
− +

∂

∂
≤ − +

∂

≤ ∆ − +

 ≤ ∆ +  

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

同理 
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和 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 22

1 2 1 25 1 , , d 10 d d ,
t t t

in t n t n t
f r x H x f r x H x x tK H x x H x xθ θ

∆ ∆ ∆
 − + ≤ ∆ +  ∫ ∫ ∫  

进一步，可得 
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s

tK C E z r x H x W
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∫
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利用引理 1、假设条件(1)~(3)、Doob 不等式得 
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( ) ( )( )( )

{ }

2
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 100

212
1 11,2,3, , 1

2
2 2 2
2 3 10

2 2 2
1 1 1

sup 5 d 20 20

20 5 max , d

5 d 20

20 20 5max ,

T x
t i i

t T

n t
i n tn N

T x
i

i i ii s

VE V H t g t x g tK C tK C
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综上，可得 
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其中
2

2 2 2 2 2 2
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VC g x g K C K C K C
s

α
∂

= + + +
∂∫ . 

同理 ( ) 2
2 3

0
sup t

t T
E V H x C t

≤ ≤

 − ≤ ∆  
，引理 2 得证。 

引理 3 假设条件(1)~(3)成立，则存在正常数 C4，使得 
2

4
0
sup ,

nt
t T

E V Cδ∧
≤ ≤

  ≤  
 

其中 { } { }inf 0; , inf 0; ,n t n t n n nt P n t V nτ σ δ τ σ= ≥ ≥ = ≥ ≥ = ∧ 。 

证明：将 Itô 引理作用于
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s
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由引理 1 可知 ( )( ) 22 2
1

1, ,
4

x
x x

V g s R t V g M V
s

β
∂
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∂

， 
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∧
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∫

∫

∫

 

存在一个正常数 K2，由 Burkholder-Davis-Gundy 不等式可得 
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∫

∫

 

和 
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∧

∧
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综上所述
[ ]

2
4

0,
sup t n
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E V Cδ∧

∈

 
≤ 

 
，其中

( )( )2 2 2
1 3 0 28 1 42

4 02 e i i ig M K g K K K T
C E V

β µ+ + + + +
= ，引理 3 得证。 

引理 4 对任意的 [ ]0,t T∈ ，存在正常数 C5，C6，使得 
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证明：参见文献[17]中引理 7。 
引理 5 假设条件(1)~(3)成立，存在正常数 C7，使得 
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∈
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已知 ( ) ( )2 2 2 2 2 25a b c d e a b c d e+ + + + ≤ + + + + ，则 
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由引理 2、Cauchy-Schwarz 不等式以及假设条件(1)~(3)得 
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利用 Burkholder-Davis-Gundy 不等式得 
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利用 Gronwall 不等式，有 
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综上所述， ( )
2

sup e
n

AT
tE e C tδ ο∧

  ≤ + ∆  
，引理 5 得证。 

4. 数值解的收敛性分析 

定理 1  假设条件(1)~(3)成立，则存在正常数 C8，使得 

( )2
8

0
sup .t t

t T
E P V C t tο

≤ ≤

 − ≤ ∆ + ∆  
 

证明：令 t t te P V= − ，易得 
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[ ] [ ]
2 2 2

and or
0 0 0
sup sup sup .

n n n nt t tT T T T
t T t T t T

E e E e I E e Iσ τ σ τ> > < >
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

     = +          
 

通过 Young 不等式，得 

[ ] ( )2 4
or

0 0

1sup sup or ,
2 2n nt t n nT T

t T t T

tE e I E e p T T
tσ τ σ τ< >

≤ ≤ ≤ ≤

∆   ≤ + < >    ∆   
 

其中 

( )4 4 4
0 1

0 0 0
sup 8 sup sup 8t t t

t T t T t T
E e E P E V C C

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

      ≤ + ≤ +            
 

和 

( ) ( )
4 4

4 0 1
4 4 4 4 4

0

1 sup , .n n

n nn T t n T
t T

V VC Cp T E I E V p T E I
n n n n n
σ τ

σ τσ τ< <
≤ ≤

   
    < = ≤ ≤ < = ≤     

   

 

于是，有 

[ ] ( )2 0 1
0 1or 4

0

1sup 8
2 2n nt T T

t T

C CtE e I C C
t nσ τ< >

≤ ≤

+∆  ≤ + +  ∆ 
 

和 

[ ]
22

and
0 0
sup sup .

nn nt tT T
t T t T

E e I E e δσ τ ∧> >
≤ ≤ ≤ ≤

   ≤      
 

由引理 5，可得 

( )
2

7
0
sup ,

nt
t T

E e C t tδ ο∧
≤ ≤

  ≤ ∆ + ∆  
 

若当 ( )
1

2 42n t
−

≥ ∆ ，则有 

( ) ( ) ( )2
0 1 0 1 7

0
sup 4 ,t t

t T
E P V C C t C C t C t tο

≤ ≤

 − ≤ + ∆ + + ∆ + ∆ + ∆  
 

综上，可得 

( )2
8

0
sup ,t t

t T
E P V C t tο

≤ ≤

 − ≤ ∆ + ∆  
 

其中 ( )8 0 1 75C C C C= + + ，定理 1 得证。 
定理 2 假设条件(1)~(3)成立，则离散方程(4)的近似解依均方收敛于原方程(1)的解析解 

2

0 0
lim sup 0.t tt t T

E P V
∆ → ≤ ≤

 − =  
 

证明：由定理 1 易得。 

5. 数值算例 

假设 ( )W t 是一个标准的 Brown 运动， ( )r t 为右连续的 Markov 链，状态空间为 { }1,2S = ，它的生成 

元 ( )2 2

1 1
2 2ijγ ×

− 
Γ = =  − 

， ( )W t 与 ( )r t 相互独立。 
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本文考虑一个带有 Markovian 转换的随机尺度结构种群模型的例子： 

( )

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]

( )
( )

( ) [ ]

2
2

2

0

2
20

1, 1d , , d , d , ,
1

1,0 exp , 0 1 0, ,
1

10, , d 0, ,
1

t t

T

P s t
sP P s t f r t P t z r t P W s t Q

s s

P s r i s M
s

P t P s t s t T
s

  ∂  
= − − + + ∈  ∂ −  

  
  = − = = ∈  − 


= ∈
−

∫

 

其中 [ ] [ ]0, 0,Q T M= × ，参考[17] [18] [19]设置初值。令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,

0 0

d 11 d d , ,  e ,
d

M M r P s tR t R t rR t
rR t s R t p s t R t

t k kM M
+  

= − − − =       
∫ ∫  

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

0

1 1, , , ln ,
1

1, ln , 1, , 2, arcsin ,
1

11, sin , 2, arctan , exp .
1

g s R t s R t R t r
s s

s R t R t r f P P f P P
s

z P P z P P P s
s

µ

β

= = −
−

= − = − =
−

 = = = − − 

 

以上初值的设置使随机种群系统满足假设条件(1)~(3)，利用半隐式欧拉数值方法对方程进行离散化

处理，通过定理 2 可知，对任何的 ( ) [ ] [ ], 0, 0,s t M T∈ × 都有离散方程的解收敛于原方程的真实解。 
令 0.0008, 0.08t s∆ = ∆ = ，在 Matlab 中输入初始值，得到离散方程关于时间和尺度变化的解。 
在利用半隐式欧拉数值方法对模型离散时，当系数 1θ = 时，即为隐式欧拉方法。可以通过离散方程

的解来观察半隐式欧拉方法与隐式欧拉方法的区别。当 0.5θ = 时，即为半隐式欧拉数值方法得到的解，

见图 1。 
 

 

Figure 1. Numerical solution of 0.5θ =  model 
图 1. 当 0.5θ = 时模型的数值解 

 
当 1θ = 时，即为欧拉数值方法得到的解，见图 2。 
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Figure 2. Numerical solution of 1θ =  model 
图 2. 当 1θ = 时模型的数值解 

 
通过解的图象可以看出当 [ ] [ ]0,0.1 , 0.2,0.6t s∈ ∈ 时，种群密度的变化最为剧烈，除此之外，种群密度

的变化趋于平稳，且隐式欧拉方法和半隐式欧拉方法结果基本趋于一致。 

6. 结论 

文章主要考虑了带有随机尺度结构种群模型数值解的收敛性问题。由于该模型的精确解很难求得，

找出合适的数值方法尤为重要。本文在引入半隐式欧拉数值方法的基础上，利用 Itô 引理，得到了离散方

程的解收敛于原方程的真实解。并提供一个数值例子验证了半隐式欧拉方法的可靠性。 
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