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摘  要 

本文研究了捕食者患病且具有分布时滞感染率的捕食–食饵模型。文中假设疾病仅在捕食者种群中流行，

易感捕食者和患病捕食者皆以食饵为唯一的食物来源。文中运用单调动力系统理论和构造Lyapunov泛函

相结合的方法得到了模型中所有边界平衡点的全局稳定性，同时运用一致持久生存理论得到了患病捕食

者一致持久生存的充分条件。最后，文末数值模拟的部分不仅验证了定性理论分析结果的正确性，而且

就同一模型针对感染率大小不同以及疾病潜伏期长短不同的情形分别进行了敏感度分析。 
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Abstract 
In this paper, we investigate a predator-prey model in which predators are infected and have dis-
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tributed time-lagged infection rates. It is assumed that the disease is endemic only in the predator 
population and that both susceptible and infected predator’s use prey as their only food source. 
The global stability of all boundary equilibrium points in the model is obtained using a combina-
tion of monotone dynamical systems theory and the construction of Lyapunov generalized func-
tions, and a sufficient condition for the consistent persistence of the infected predator is obtained 
using the theory of consistent persistence. Finally, the numerical simulation section at the end of 
the paper not only verifies the correctness of the qualitative theoretical results, but also analyzes 
the sensitivity of the same model to different infection rates and disease incubation periods. 
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1. 引言 

自然生态环境中存在着形如依赖、竞争、捕食等关系。在种群生态学与种群动力学领域，捕食–食

饵关系都是重要的研究对象，专家和学者们也在该课题上取得了很多成果[1]-[7]。因为疾病会在生物种群

中传播，以至于会影响到种群的数量，从而生态传染病模型也得到了越来越多的重视与研究[8]-[15]。 
2022 年，李敏等人研究了捕食者患病的捕食–食饵模型，模型如下[16]： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

2 2

d 1
d
d
d
d
d

s i

s s s i s s

i i s i i i

x t
x t rx t x t x t y t x t y t

t K

y t k x t y t y t y t d y t
t

y t k x t y t y t y t d y t
t

µ η η

η β

η β

  
= − − − −  

 

 = − −


 = + −


                 (1) 

模型(1)中的参数和变量的生物意义见文献[16]。模型(1)中的疾病感染率采用了双线性形式的感染率，

但事实上由于疾病存在潜伏期的问题，且潜伏期的长短也会因为动物的体质、年龄等有所不同，因此本

文将在文献[16]的模型(1)的基础上，考虑疾病潜伏期时滞的生物因素，建立了一个具有分布时滞感染率

的捕食–食饵模型，并通过运用单调动力系统理论和构造 Lyapunov 泛函相结合的方法定性的分析改进后

的模型的动力学性态。 

2. 模型的建立 

在文献[16]中的模型的基础上，本文模型同样研究了两类种群：食饵种群 ( )x t 和捕食者种群 ( )P t ，

针对本文模型的具体生物意义假设如下： 
(1) 假设疾病仅在捕食者之间流行，从而捕食者种群可划分为易感捕食者种群 ( )sP t 和患病捕食者种

群 ( )iP t ，捕食者种群的种群密度为 ( ) ( ) ( )s iP t P t P t= + 。 

(2) 食饵种群的增长率为 Logistic 形式的增长率 ( ) ( ) ( )1
x t

x t r x t
K

 
= − 

 
� 。其中 r 为食饵种群的内禀增 
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长率，K 为环境容纳量。 
(3) 假设捕食者种群中流行的疾病无垂直传播现象，患病捕食者不具备自然恢复与自然免疫的能力。 

τ 是种群感染疾病后的最大潜伏期； ( )f ξ 是 [ ]0,τ 上的非负函数，并且满足 ( )
0

d 1f s
τ

ξ =∫ ， 

( )
0

df s
τ
ξ ξ < +∞∫ 。假设疾病发生率为 ( ) ( ) ( )

0
ds iP t f s P t s s

τ
β −∫ 。 

(4) 易感捕食者和患病捕食者皆具有捕获食饵的能力，易感捕食者 ( )sP t 和患病捕食者 ( )iP t 对食饵的

捕获概率[17]分别用 ( )1 2 1 2, 0 , 1η η η η≤ ≤ 表示；由于患病捕食者 ( )iP t 的捕获能力弱于易感捕食者 ( )sP t 的

捕获能力[18]，故令 1 2η η> 。 
(5) 食饵的自然死亡率用 µ表示，且满足 0r µ− > 。易感捕食者和患病捕食者的死亡率分别表示为 sd

和 id ，由于捕食者种群内有疾病传播，患病捕食者抵抗力低于易感捕食者，故令 ( )0 , 1s i s id d d d< ≤ ≤ ，

( )sP t 和 ( )iP t 捕获食饵后的营养转化率分别为 1k 和 2k ，且满足 2 10 1k k< ≤ < 。 

基于上述假设，捕食者患病且具有分布时滞感染率的捕食–食饵模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1 0

2 2 0

d 1
d
d d
d
d d
d

s i

s s s i s s

i i s i i i

x t
x t r x t x t x t P t x t P t

t K

P t k x t P t P t f s P t s s d P t
t

P t k x t P t P t f s P t s s d P t
t

τ

τ

µ η η

η β

η β

  
= − − − −  

 


= − − −

 = + − −



∫

∫

                 (2) 

3. 准备工作 

考虑到生物学意义，本文仅考虑在以下正向不变集中讨论模型(2)的动力学性态： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }3, , : 0, 0, 0s i s ix t P t P t x t P t P t+Ω = ∈ > > >�  

模型解的正性和有界性 

命题 3.1 模型(2)中满足初始条件 ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0s ix P P 的解满足正性和有界性。 

证明模型(2)的解的正性与文献[19]中模型(5)的解的正性证明过程类似，此处省略。下面主要证明本

文模型(2)中解的有界性。 
设模型(2)的任意解为 ( ) ( ) ( )( ), ,s ix t P t P t ，由： 

( ) ( ) ( )d
1

d
x t x t

r x t
t K

 
≤ − 

 
 

可得： 
( )lim sup

t
x t K

→+∞
≤  

定义： 
( ) ( ) ( ) ( )s iW t x t P t P t= + +  

从而，得到函数 ( )W t 沿着模型(2)的正解的全导数： 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 21

1

s i

s i s s i i

s s i i

W t x t P t P t
xr x x t k x t P t k x t P t d P t d P t
K
xr x x t d P t d P t
K

µ η η η η

µ

′ ′ ′ ′= + +
 = − − − − − − − − 
 
 ≤ − − − − 
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取 { }min , ,s id dρ µ= ，于是有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 s i
xW t r x x t P t P t
K

ρ ′ ≤ − − + + 
 

 

因 ( )limsup
t

x t K
→∞

≤ ，则假设存在正常数 B 和 T，使得当 t T≥ 时： 

( ) ( )W t B W tρ′ ≤ −  

成立，故得： 

( )lim sup
t

BW t
ρ→+∞

≤  

即证得模型(2)解 ( ) ( ) ( )( ), ,s ix t P t P t 的一致有界性。 

4. 模型(2)边界平衡点的存在性 

模型(2)的平衡点 ( ), ,s iE x P P� �� 皆满足如下方程： 

( )
( )

1 2

1 1

2 2

1 0

0

0

s i

s s i s s

i s i i i

xr x x x P x P
K

k xP P PT d P

k xP P PT d P

µ η η

η β τ

η β τ

 − − − − = 
 

− − =

+ − =

� � �� � � �

� � � ��
� � � ��

 

其中 ( ) ( )
0

dT f s s
τ

τ = ∫ 。 

由上述方程组可解得模型(2)存在平衡点： 

( )0 0,0,0E =  

当满足条件 rµ < 时，模型(2)存在平衡点： 

1 ,0,0KE K
r
µ = − 

 
 

由模型假设可知，当： 

( )2 2 ik K r rdη µ− >                                    (3) 

时，模型(2)还存在边界平衡点 2E 和 3E ： 

( ) ( )1 1
2 2 22

1 1 1 1

, , 0 , ,0ss k K r r ddE x P
k k K

η µ
η η

− − 
=  
 

�  

( ) ( )2 2
3 3 32

2 2 2 2

, 0 , ,0,ii k K r r ddE x P
k k K

η µ
η η

− − 
=  
 

�  

模型(2)还存在正平衡点 ( )* * *
4 , ,s iE x P P ，其中： 

( ) ( )
( ) ( )

1 2*

1 2 1 2

i sK T r d d
x

K k k rT
β τ µ η η
η η β τ

− − +  =
− +

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2*

1 2 1 2

1 i s
s s

K k T r d d
P d

T K k k rT
η β τ µ η η

β τ η η β τ

 − − +  = −  − + 
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( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 2*

1 2 1 2

1 i s
i i

K k T r d d
P d

T K k k rT
η β τ µ η η

β τ η η β τ

 − − +  = −  − + 
 

为了研究模型(2)平衡点的稳定性，需要求解模型(2)在平衡点 ( ), ,s iE x P P� �� 处的线性近似方程，从而作

变量替换 1 2 3,  ,  s s i iu x x u P P u P P= − = − = −� �� ，并带入模型(2)，取其线性近似部分可得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1 2 2 3

2 1 1 1 1 1 2 30

3 2 2 1 2 2 2 3 30

2

d

d

s i

s i s s

i i i s

r xu r P P u x u x u
K

u k P u k x P d u P f s u t s s

u k Pu Pu k x d u P f s u t s s

τ

τ

µ η η η η

η η β β

η β η β

 = − − − − − − 
 

= + − − − −

= + + − + −

∫

∫

� � �� � �

� � �� �

� � �� �

                 (4) 

定理 4.1 由模型(4)，模型(2)在平衡点 ( )0 0,0,0E 处的线性化矩阵为： 

( )0

0 0
0 0
0 0

s

i

r
J E d

d

µ− 
 = − 
 − 

 

则 ( )0J E 的特征方程为： 

( ) ( ) ( ) 0s ir d dλ µ λ λ− + + + =  

即： 

1 2 3,  ,  s ir d dλ µ λ λ= − = − = −  

当 rµ < 时， 1 0λ > ，而 2 0λ < ， 3 0λ < ，从而 ( )0 0,0,0E = 是不稳定的。 
定理 4.2 若： 

1 1 sK k dη <                                        (5) 

成立，则模型(2)的平衡点 1E 全局稳定。 

证明由模型(4)，原模型(2)在平衡点 1 ,0,0KE K
r
µ − 

 
处的线性化矩阵为： 

( )

1 2

1 1 1

2 2

1 1

0 1 0

0 0 1

s

i

r K K
r r

J E K k d
r

K k d
r

µ µµ η η

µη

µη

    − − − − −        
  = − −  

  
  − −  

  

 

则 ( )1J E 的特征方程为： 

( ) 1 1 2 21 1 0s ir K k d K k d
r r
µ µλ µ λ η λ η      − + − − + − − + =            

 

即： 

1 2 1 1 3 2 2, 1 , 1s ir K k d K k d
r r
µ µλ µ λ η λ η   = − = − − = − −   

   
 

当模型(2)满足条件(5)时，由模型假设可知，模型(2)满足： 
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2 2 1 1 1 11 1 s iK k K k K k d d
r r
µ µη η η   − < − < < <   

   
 

从而特征根均具有负实部，则平衡点 1E 局部稳定。 
由模型(2)的第一个方程可得 ( )lim sup

t
x t K

→+∞
≤ ，从而对于充分小的 ε ，存在 0Tε > 使得当 t Tε> 时，

( )x t K ε< + 成立，将此不等式替换到模型(2)的第二个方程中，则当 t Tε> 时： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 0

1 1

ds s s i s s

s s s

P t k K P t P t f s P t s s d P t

k K P t d P t

τ
η ε β

η ε

′ < + − − −

< + −

∫                   (6) 

将式(6)两端同时积分，则： 

( ) ( ) ( )( )1 10
0 exp ds s sP t P k K d s

τ
η ε < + −  ∫  

当满足条件(5)时， ( )1 1 sk K dη ε+ < 对充分小的 ε 成立。因此，当 t → +∞时，可得： 

( )lim 0st
P t

→∞
=                                      (7) 

即存在正常数 1T Tε ε≥ ，使得当 1t T ε≥ 时， ( )sP t ε< 成立。由模型(2)的第三个方程可得： 

( ) ( ) ( )2 2i i iP t P t k K dη ε β ε′ < + + −                               (8) 

对式(8)两端同时积分，则： 

( ) ( ) ( )( )2 20
0 exp di i iP t P k K d s

τ
η ε β ε < + + −  ∫  

从而，由模型假设及条件(5)，对充分小的 0ε > 时： 

( )2 2 1 1 s ik K k K d dη ε β ε η+ + < < <  

成立。从而当 t → +∞时： 

( )lim 0it
P t

→∞
=                                       (9) 

成立。由模型(2)，式(7)和式(9)，可得 ( ) ( ) ( )( )lim , , ,0,0s it

Kx t P t P t K
r
µ

→∞

 = − 
 

，从而平衡点 1E 全局稳

定。 
定理 4.3 如果模型(2)满足条件(5)，且满足： 

( )1 1 2 1 1
2

1 1

: 1
i

s s
P

i

K k d K k r r d
R

d K k
η η β η µ

η
+ − −  = <                        (10) 

则平衡点 2E 稳定。其中
ipR 为患病捕食者 ( )iP t 的净再生数[20]。 

证明由模型(4)，模型(2)在平衡点
( )1 1

2 2
1 1 1 1

, ,0ss k K r r ddE
k k K

η µ
η η

− − 
=  
 

处的线性化矩阵为： 

( ) ( )

2

1 1 1 1 1

1 1
2

1

2 2

1 1

0 0

0 0

s s s

s

s
i

r d d d
k K k k

k K r r d
J E

K
k d d

k

η
η η

η µ
η

η
η

 − − − 
 
 − −

=  
 
 

− 
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则 ( )2J E 的特征方程为： 

( )2 2
1

1 1

0s
i

k dd f
k
ηλ λ
η

 
+ − ⋅ = 

 
 

其中： 

( )
( )1 12

1
1 1 1 1

s ss
d rd k K rrdf

k K k K
η µ

λ λ λ
η η

− −  = + −  

假设 ( )1f λ 的两个特征根分别为 ,a bλ λ ，由条件(5)及韦达定理： 

( )1 1

1 1

0s s
a b

d r d k K r
k K
η µ

λ λ
η

− −  ⋅ = − >  

1 1

0s
a b

r d
k K

λ λ
η

+ = − <  

成立，从而得到 ( )1f λ 的两个特征根皆有负实部。 
再由条件(5)可得： 

2 2

1 1

0s
i

k d d
k
ηλ
η

= − <  

故证得平衡点
( )1 1

2 2
1 1 1 1

, ,0ss k K r r ddE
k k K

η µ
η η

− − 
=  
 

的局部稳定性。 

下证 2E 的全局稳定性。定义函数 ( ) 1 lng w w w= − − ， w R+∈ 以及 Lyapunov 泛函： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 0
2 2

d d
ts

i it s

x t P t
V t k x g P g P t P f s P u u s

x P
τ

β
−

   
= + + +   

   
∫ ∫  

计算函数 ( )1V t 沿着模型(2)的解的全导数，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 22
2 2

2 0

2
1 2 1 2

2

2
2 1 1 0

2

2 2

1 1 1 1

d

1

d
( )

s i i
s

i

s i

s
s s i s s

s

V t k x x t P P t P t P P t
x x t P P t

P f s P t s s

x t x x t
k x r x t x t x t P t x t P t

x x t K

P t P
P k x t P t P t f s P t s s d P t

P P t

k x

τ

τ

β

β

µ η η

η β

η

   
′ ′ ′ ′= − ⋅ + − ⋅ + +   

   

− −

 −  
= ⋅ ⋅ − − − −  

  
−   + ⋅ − − −     

+

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

2 2 0

( ) d

d

i s i i i

i i

t P t P t f s P t s s d P t

P P t P f s P t s s

τ

τ

β

β β

+ − −

+ − −

∫

∫

 

其中 ( )2 2 2, ,0E x P� 为模型(2)的平衡点，故有： 

1 2 2 1 1 2, s
rr P x d k x
K

µ η η− = + =                              (11) 

因此由式(11)，可得： 
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( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 1 2 2 22

2
1 1 2 0

2 2 0

2 2 0

d

d

d

s i

s
s s i

s

i s i i i

i i

x t x rV t k x t P P t x t x x t x t P t
x t K

P t P
k P t x t x P t f s P t s s

P t

k x t P t P t f s P t s s d P t

P P t P f s P t s s

τ

τ

τ

η η

η β

η β

β β

−  ′ = ⋅ ⋅ − + − −  

−  + ⋅ − − −  

+ + − −

+ − −

∫

∫

∫

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21
2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 2 2 2 0

2 20 0

2 2 1 2 2 1 2 2

d

( ) d d

s s

i i s i i i

s i i i

i i i i i

k r x t x k P P t x t x k P P t x t x
K

k x t P t k P t x t x P t P f s P t s s d P t

P t f s P t s s P P t P f s P t s s

k k P t x t P t P k P t x d P t

τ

τ τ

η η

η η β

β β β

η η β η

       = − − + − − − − ⋅ −       

   + − − − − − −   

+ − + − −

= − + + −

∫

∫ ∫

( )( )

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )

21
2

21
2 2 1 2 2 1 2 2 2i i i

k r x t x
K

k rk k P t x t P k x d P t x t x
K

η η β η

 − −

= − + + − ⋅ − −

 

由平衡点 ( ) ( )1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

, ,0 , ,0ss k K r r ddE x P
k k K

η µ
η η

− − 
=  
 

� ，再结合条件(10)可得： 

( )1 1 2 1 1
2 1 2 2 2

1 1

0s s
i i

K k d K k r r d
P k x d d

K k
η η β η µ

β η
η

 + − − + − = − <  

由模型假设中 2 1k k≤ ，从而 ( ) ( )1 2
0V t′ ≤ 。由文献[21，定理 5.3.1]，可证当且仅当 ( ) 2x t x= ， ( ) 2sP t P= ，

( ) 0iP t = ，有 ( ) ( )1 2
0V t′ ≡ 。故由 Lyapunov-LaSalle 不变性原理[21]，模型(2)的平衡点 2E 全局稳定。 

定理 4.4 若模型(2)满足条件(3)，且： 

( )1 1 2 2 2
2

2 2

: 1
s

i i
P

s

K k d K k r r d
R

K k d
η η β η µ

η

 − − − = <
⋅

                       (12) 

成立，则平衡点 3E 稳定。其中
sPR 为易感捕食者 ( )sP t 的净再生数[20]。 

证明由模型(4)，模型(2)在平衡点
( )2 2

3 2
2 2 2 2

,0, ii k K r r ddE
k k K

η µ
η η

 − −
=  
 

处的线性化矩阵为： 

( )
( )

( ) ( )

1

2 2 2 2 2

1 1 2 2 2
3 2

2 2

2 22 2
2

2 2 2

0 0

0

i i i

i i
s

ii

r d d d
k K k k

K k d k K r r d
J E d

k K

k K r r dk K r r d
K k K

η
η η

η η β η µ
η

β η µη µ
η η

 
− − − 

 
  − − −  = −
 
 

 − −− −  
 
 

 

则 ( )3J E 的特征方程为： 

( )
( )1 1 2 2 2

22
2 2

0i i
s

K k d k K r r d
d f

k K
η η β η µ

λ λ
η

  − − − + − = 
  

 

其中： 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211477


徐钰滢，卢旸 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211477 4842 应用数学进展 
 

( )
( )2 22

2
2 2 2 2

i ii
d r d k K rr df

k K k K
η µ

λ λ λ
η η

 − − = + −  

假设 ( )2f λ 的两个特征根分别为 ,c dλ λ ，由韦达定理及条件(3)可得： 

( )2 2

2 2

0i i
c d

d r d k K r
k K
η µ

λ λ
η

 − − ⋅ = − > , 
2 2

0i
c d

r d
k K

λ λ
η

+ = − <  

从而 ( )2f λ 的两个特征根皆有负实部。 
由条件(12)，可得： 

( )1 1 2 2 2
2

2 2

0i i
s

K k d k K r r d
d

k K
η η β η µ

λ
η

 − − − = − <  

即平衡点
( )2 2

3 2
2 2 2 2

,0, ii k r rddE
k k K

η µ
η η

 − −
=  
 

的局部稳定性成立。 

下面证明 3E 的全局渐近稳定性。定义函数 ( ) 1 lng w w w= − − ， w R+∈ 以及 Lyapunov 泛函： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3
3 3

i
s

x t P t
V t k x g P g P t

x P
   

= + +   
   

 

计算 ( )2V t 沿着模型(2)的解的全导数，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 32
3 3

1 1 0

2 3 1 2

3 2 2 0

1 1 1 1

d

1 1

1 d

i
i

s s i s s

s i

i i s i i i
i

V t k x x t P P t
x x t P P t

k x t P t P t f s P t s s d P t

x t
k x t x rx t x t x t P t x t P t

x t K

P t P k x t P t P t f s P t s s d P t
P t

τ

τ

η β

µ η η

η β

   
′ ′ ′= − ⋅ + − ⋅   

      
 + − − −  

  
 = − ⋅ ⋅ − − − −   

   

 + − ⋅ ⋅ + − − 

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0
ds s i s sk x t P t P t f s P t s s d P t

τ
η β

 
  

+ − − −∫

 

由于 ( )3 3 3,0,E x P� 为模型(2)的平衡点，可得： 

2 3 3 2 2 3, i
rr P x d k x
K

µ η η− = + =                              (13) 

因此由式(13)，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 2 3 3 12

3 2 2 3 3

1 10 0
d d

i s

i s s s

s i s s i

rV t k x t x P P t x x t P t
K

P t P k x t x P P t d P t

P t f s P t s s k x t P t P t f s P t s s
τ τ

η η

η β

β η β

 ′  = − ⋅ − + − −    
  + − ⋅ − − −   

+ − + − −∫ ∫

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )( )

22
3 2 2 3 3 2 2 3 3

2 1 3 0 0

1 1 3

22
1 1 2 1 2 1 3 3 3

d d

i i

s s i s i

s s s s

s s s

k r x t x k P P t x t x k P P t x t x
K

k P t x t x P t f s P t s s P t f s P t s s

k x t P t P P t d P t
k rk k P t x t k x P d P t x t x
K

τ τ

η η

η β β

η β

η η η β

       = − − + − − − − ⋅ −       

 − − + − − − 
+ − −

= − + − − ⋅ − −

∫ ∫  
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由于 ( ) ( )2 2
3 3 3 2

2 2 2 2

,0, ,0, ii k K r rddE x P
k k K

η µ
η η

 − −
=  
 

� ，从而： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

22
2 3 1 2 12

2 1 2 2 2
2

2 2

s

i i
s s

k rV t x t x k k x t P t
K
K k d K k r r d

d P t
K k

η

η η β η µ
η

′ = − − + −

  − − − + − ⋅ 
  

 

当 1 2k k= ，且条件(12)成立时可得 ( ) ( )2 2
0V t′ ≤ 。由文献[21，定理 5.3.1]，可证当且仅当 ( ) 3x t x= ，

( ) 0sP t = ， ( ) 3iP t P= 时， ( ) ( )2 2
0V t′ ≡ 。故由 Lyapunov-LaSalle 不变性原理[21]，模型(2)的平衡点 3E 全局

稳定。 

5. 患病捕食者的一致持久性 

定理 5.1 若模型(2)满足条件(3)、(5)、(10)，则 ( )iP t 一致持久，即下列不等式对常数 0δ > 成立： 

( )liminf it
P t δ

→∞
>  

证明令 [ )( )3
+0, ,C +∞ � 为从 [ )0,+∞ 到 3

+� 的连续函数映射空间[22]。定义： 

[ )( )3
+: 0, ,X C= +∞ �  

( ){ }0
3: : 0 0X Xϕ ϕ= ∈ >  

0 0\X X X∂ =  

这里 T 为基于 X 的连续半流，且 ( )T t 为基于 X 的 0C -半群对任意的 0t ≥ 成立，这里： 

( ) ( )0 0 0 0: ,  :T t X X T t X X→ ∂ →∂  

由 0X 和 0X∂ 的定义以及命题 3.1，可得存在常数 0 0t ≥ 使得 ( )T t 对于 0t t≥ 是紧的，且 ( )T t 在 X 中最

终一致有界。令 ( )ω ϕ 为轨道： 

( ) ( ){ }: 0T t tγ ϕ ϕ+ = ∀ ≥  

的ω 极限集，定义 X ∂
� 是特殊不变集，此不变集为： 

( ){ }0 0:X X T t Xϕ ϕ∂ = ∈∂ ∈∂�  

下面考虑 0X∂ 的动力学性态，当 0t ≥ ， 0iP ≡ 时，模型(2)可以退化为如下模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

1 s

s s s s

x t
x t r x t x t x t P t

P t k x t P t d P t

µ η
µ

η

 
′ = − − − 

 
′ = −

                       (14) 

则模型(14)有如下三个平衡点： 

( ) ( )1 1
0 1 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ0,0 ,  ,0 ,  , ss k K r r ddKE E K E
r k k K

η µµ
η η

 − − − =   
   

 

其中平衡点 0Ê 是不稳定的；根据条件(5)可知，平衡点 1Ê 稳定；根据条件(3)和条件(10)可知，平衡点 2Ê 稳

定，故 X ∂
� 是非循环的。由模型(2)可得：对任意的ϕ 属于 X ∂

� ，有 ( ) { }0 1 2, ,E E Eω ϕ = ，则 X ∂
� 中的流满足 

孤立非循环。 
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下面证明 0E ， 1E 和 2E 对于 0X 是一致弱排斥的。 
步骤 1 首先证明 ( ) 0

0
sW E X∩ =∅ 。如若不然，则 ( ) 0

0
sW E X∩ ≠∅ ，从而存在模型 (2)的解

( ) ( ) ( )( ), ,s ix t P t P t 满足 ( ) ( ) ( )( ) ( )lim , , 0,0,0s it
x t P t P t

→∞
= 。则对任意小的正常数η 满足 Kη < ，存在正常数

( )1 1T T η= 使得当 1t T≥ 时： 

( ) ( ) ( ), ,s ix t P t P tη η η< < <  

成立。由模型(2)的第一个方程： 

( ) 1 21 xx t rx x x x
K

µ ηη η η ′ > − − − − 
 

 

成立。从而，由η的任意性和比较原理： 

( )liminf
t

x t K
→∞

≥  

成立。这与 1t T≥ 时， ( )x t Kη< < 矛盾。即 ( ) 0
0

sW E X∩ =∅。 

步骤 2 接着证明 ( ) 0
1

sW E X∩ =∅ 。如若不然，则 ( ) 0
1

sW E X∩ ≠∅ ，即存在模型 (2)的解

( ) ( ) ( )( ), ,s ix t P t P t 使得： 

( ) ( ) ( )( )lim , , ,0,0s it

Kx t P t P t K
r
µ

→∞

 = − 
 

 

对于与步骤 1 中相同的η，存在正常数 ( )2 2 1T T Tη= ≥ ，使得当 2t T≥ 时，可得： 

( ) ( ) ( ), ,s i
Kx t K P t P t
r
µ η η η> − − < <  

由模型(2)的第三个方程，当 2t T≥ 时，可得： 

( ) ( ) ( )2 2i i i i
KP t k K P t d P t
r
µη η ′ > − − − 

 
 

考虑辅助方程： 

( ) ( ) ( )2 2 2,  i i i i
Kt k K t d t t T
r
µψ η η ψ ψ ′ > − − − ≥ 

 
                      (15) 

由式(15)及比较原理，当 2t T≥ 时， ( ) ( )i iP t tψ> 。由条件(3)，即 2 2 iKk dη < 时 ( )limsup it
P t η

→∞
> 成立，

这与 2t T≥ 时， ( )iP t η< 矛盾。即 ( ) 0
1

sW E X∩ =∅。 

步骤 3 最后证明 ( ) 0
2

sW E X∩ =∅ 。如若不然，则 ( ) 0
2

sW E X∩ ≠∅ ，即存在模型 (2)的解

( ) ( ) ( )( ), ,s ix t P t P t 使得： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
2

1 1 1 1

lim , , , ,0ss
s it

k K r rddx t P t P t
k k K

η µ
η η→∞

 − −
=  
 

 

对于与步骤 2 中相同的η，存在正常数 ( )3 3 1T T Tη= ≥ ，使得当 3t T≥ 时： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2

1 1 1 1

, ,ss
s i

k K r rddx t P t P t
k k K

η µ
η η η

η η
− −

> − > − <  

由模型(2)的第三个方程，当 3t T≥ 时，有： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2

1 1 1 1

ss
i i i i i

k K r r ddP t k P t P t d P t
k k K

η µ
η η β η

η η
 − − 

> − + − −  
   

 

考虑辅助方程如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 32

1 1 1 1

,ss
i i i i i

k K r r ddt k t t d t t T
k k K

η µ
ψ η η ψ β η ψ ψ

η η
 − − 

′ = − + − − ≥  
   

� � � �          (16) 

由式(16)及比较原理，当 3t T≥ 时， ( ) ( )i iP t tψ> � 。由条件(3)，即 2 2 iKk dη < 时，可得 ( )limsup it
P t η

→∞
> ，

这与 3t T≥ 时 ( )iP t η< 矛盾。从而 ( ) 0
2

sW E X∩ =∅。 

上述结果意味着在最大值范数意义下，不等式： 

( ) 0limsup ,  ,  0,1,2it
T t E X iϕ η ϕ

→∞
− ≥ ∀ ∈ =  

成立，故 0 1 2, ,E E E 对 0X 一致弱排斥。 

从而存在正常数 0δ > 使得对于模型(2)的解[22]： 

( )liminf it
P t δ

→∞
>  

成立，即患病捕食者一致持久生存。 

6. 数值模拟 

数值模拟图将直观的展示本文模型中食饵和捕食者种群数量随时间变化的规律，本文数值模拟的数

据主要参考文献[16]。 
令模型(2)中的 ( ) ( )f s sδ τ= − ，这里的δ 为狄拉克函数，则模型(2)可简化为如下模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

2 2

1 s i

s s s i s s

i i s i i i

x t
x t r x t x t x t P t x t P t

K
P t k x t P t P t P t d P t
P t k x t P t P t P t d P t

µ η η

η β τ
η β τ

  
′ = − − − −  

  


′ = − − −
 ′ = + − −

                 (17) 
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Figure 1. Global asymptotic stability of 2E  when 1

iPR <  

图 1. 当 1
iPR < 时 2E 的全局渐近稳定性 

 
图 1(a)，图 1(b)分别展示了模型(17)中边界平衡点 2E 的稳定性，当患病捕食者 ( )iP t 的净再生数 1

iPR <

时，易感捕食者与食饵共存。参数选取如下： 

1 2 1 2

2,  0.01,  100,  0.9,  5,  0.2,
0.4,  0.1,  0.05, 0.2, 0.06.

s ir K d d
k k

β τ
µ η η

= = = = = =

= = = = =
 

初值为： ( )18,10,5  
数值模拟图 1(a)、图 1(b)验证了文中定理 4.3 的正确性，即当条件(10)成立时边界平衡点 2E 是全局渐

近稳定的。图 2 展示了当模型(17)满足条件(3)、条件(5)以及条件(10)时，患病捕食者 ( )iP t 一致持久生存(见
定理 5.1)。 
 

 
Figure 2. Infected predator ( )iP t  uniform persistence 

图 2. 患病捕食者 ( )iP t 一致持久生存 
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图 2 展示了模型(17)，当 1
iPR > 且 1

sPR < 时，患病捕食者 ( )iP t 一致持久生存，参数选取如下： 

1 2 1 2

3,  0.9,  80,  0.04,  3,  0.2,
0.6,  0.3,  0.4,  0.5,  0.06.

s ir K d d
k k

β τ
µ η η

= = = = = =

= = = = =
 

初值为： ( )18,10,5   

 

 
Figure 3. Global asymptotic stability of 3E  when 1

sPR <  

图 3. 当 1
sPR < 时 3E 的全局渐近稳定性 

 
图 3(a)，图 3(b)分别展示了模型(17)中边界平衡点 3E 的稳定性，当易感捕食者 ( )sP t 的净再生数 1

sPR <

时，患病捕食者与食饵共存，参数选取如下： 

1 2 1 2

10,  0.9,  100,  0.1,  5,  0.2,
0.7,  0.1,  0.2,  0.2,  0.06.

s ir K d d
k k

β τ
µ η η

= = = = = =

= = = = =
 

初值为： ( )18,10,5  
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Figure 4. Global asymptotic stability of 4E  
图 4. 4E 的全局渐近稳定性 
 

图 4 展示了模型(17)中食饵和捕食者共存状态下的平衡点 4E 的稳定性，参数选取如下： 

1 2 1 2

3,  0.02,  80,  0.1,  5,  0.2,
0.4,  0.1,  0.2,  0.2,  0.06.

s ir K d d
k k

β τ
µ η η

= = = = = =

= = = = =
 

初值为： ( )18,10,5  
为了对比模型(1)与模型(2)在分别采取不同疾病发生率 β 的情形下系统解的动力学性态，本文针对以

下一组数据进行了数值模拟，见图 5(a)，图 5(b)，图 5(c)和图 6(a)，图 6(b)，图 6(c)： 

1 2 1 2

3,  80,  0.1,  5,  0.2,
0.4,  0.1,  0.2,  0.2,  0.06.

s ir K d d
k k

τ
µ η η

= = = = =

= = = = =
 

初值为： ( )18,10,5  
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Figure 5. The relationship between the population's own density in model (17) and the Average contact infection rate β  
图 5. 模型(17)中种群自身密度与平均接触感染率 β 之间的关系 
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Figure 6. The relationship between the population’s own density in model (1) and the Average contact infection rate β  
图 6. 模型(1)中种群自身密度与平均接触感染率 β 之间的关系 

 
图 5(a)，图 5(b)，图 5(c)展示了在模型(17)中，平均接触感染率 β 对模型(17)中种群数量的稳定性的

影响。从图 5(a)中可以发现，大约当 ( )0.02,0.1β ∈ 时，食饵密度的垂直振幅变得越来越大，当 0.1β ≥ 时

食饵种群的数量变得稳定；从图 5(b)中可以发现，大约当 ( )0.02,0.1β ∈ 时，易感捕食者的种群密度的振

幅减小，直到 0.1β ≥ 以后易感捕食者的种群数量开始变的稳定。 
图 6(a)，图 6(b)，图 6(c)展示了在模型(1)中，平均接触感染率 β 对模型(1)的解的渐近稳定性的影响。

从图 6(c)中可以发现，大约当 ( )0.02,0.1β ∈ 时，患病捕食者密度的垂直振幅经历了由大变小最后稳定的

情形，在 0.1β ≥ 以后患病捕食者的种群数量开始变的稳定。 
与模型(1)相比，模型(2)将模型(1)的双线性疾病发生率 ( ) ( )s iP t P tβ 变为具有分布时滞的疾病发生率

( ) ( ) ( )
0

ds iP t f s P t s s
τ

β −∫ ，在图 5 与图 6 中，图形的变化并未出现明显区别，可见平均接触感染率 β 并 

非主要影响解的性态的因素。 
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Figure 7. The relationship between the population’s own density in model (17) and the maximum incubation period after 
infection of a population with a disease τ  
图 7. 模型(17)中种群自身密度与种群感染疾病后的最大潜伏期τ 之间的关系 
 

图 7(a)，图 7(b)，图 7(c)分别展示了模型(17)中，种群自身密度与种群感染疾病后的最大潜伏期τ 之

间的关系，参数选取如下： 

1 2 1 2

3,  0.02,  80,  0.1,  0.2,
0.4,  0.1,  0.2,  0.2,  0.06.

s ir K d d
k k

β
µ η η

= = = = =

= = = = =
 

初值为： ( )18,10,5  
图 7(a)，图 7(b)，图 7(c)展示了在模型(17)中，种群感染疾病后的最大潜伏期τ 对模型(17)中种群数

量的稳定性的影响。图 7 的横轴用来表示疾病潜伏期的时间尺度，在数值模拟时选择疾病的最长潜伏期

为 7 (可视为 7 天、7 个月或者 7 年)，图 7(a)，图 7(b)，图 7(c)展示了疾病潜伏期的长短影响着模型解的

稳定性。当疾病潜伏期τ 的取值约在 1.5~2.5 之间时，食饵和捕食者种群的震荡区间相对较小；对比图

7(a)，图 7(b)，图 7(c)，从横轴选定的整个时间尺度上观察，相较于对食饵和易感捕食者种群稳定性的影

响而言，较长的疾病潜伏期对患病捕食者的种群稳定性更有利，此外图 7 也展示了模型(17)的解对疾病潜

伏期τ 的敏感性。 

7. 结论 

本文提出了一个捕食者患病且具有分布时滞感染率的捕食–食饵模型。文中假设易感捕食者和患病

捕食者同时捕获食饵，捕食者种群中疾病感染率的形式为分布时滞的形式，为了提出本文研究的生态传

染病模型，文中提出了一些符合生物意义的合理假设。正文中，运用单调动力系统理论获得了捕食者灭

绝平衡点 1E 的稳定性，并通过构造 Lyapunov 泛函的方法分别获得了患病捕食者灭绝平衡点 2E 和易感捕

食者灭绝平衡点 3E 的稳定性。文中定义了捕食者的净再生数，得出当患病捕食者净再生数 1
iPR < 时 2E 稳

定；当易感捕食者净再生数 1
sPR < 时 3E 稳定的结论。此外患病捕食者一致持久生存的充分条件通过一致

持久生存理论得以证明。 
其次，数值模拟图直观的展示了模型(1)的理论结果的正确性：图 1~3 不仅展示了 2E 和 3E 的全局渐

近稳定性，也展示了当患病捕食者 ( )iP t 和易感捕食者 ( )sP t 的净再生数分别小于 1 时， 2E 和 3E 的全局稳

定性。图 4 展示了食饵和捕食者共存平衡点 4E 的全局渐近稳定性。本文将模型(1)与模型(2)中具有双线性
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疾病发生率与具有分布时滞疾病发生率的情形下，就平均接触感染概率 β 的不同取值对模型的渐近稳 
定性的影响进行了分析(见图 5 和图 6)。分析可得，若将模型(1)中的双线性疾病发生率 ( ) ( )s iP t P tβ 变化

为模型(2)中具有分布时滞的疾病发生率 ( ) ( ) ( )
0

ds iP t f s P t s s
τ

β −∫ ，图 5 和图 6 展示了种群的动力学性态 

并未出现明显的变化，这表明平均接触感染率 β 并非影响解的性态的主要参数。图 7(a)，图 7(b)，图 7(c)
展示了疾病潜伏期τ 对模型(17)中解的稳定性的影响。图 7 首先展示了疾病潜伏期的长短影响着模型解的

稳定性，其次展示了当疾病潜伏期τ 的取值约在 1.5~2.5 之间时，食饵和捕食者种群的震荡区间相对较小

的性态。再次，图 7(a)，图 7(b)，图 7(c)也展示了相较于对食饵和易感捕食者种群稳定性的影响而言，较

长的疾病潜伏期对患病捕食者的种群稳定性更有利，因此模型(17)解的稳定性对疾病潜伏期τ 的敏感性更

强，也表明了疾病潜伏期τ 是影响模型解的稳定性的重要参数。 
本文中的模型并未考虑食饵和捕食者的年龄结构、对共存平衡点的稳定性也并未进行理论的证明，

这些工作有待以后去解决。 
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