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摘  要 

本文主要讨论由软组织模型得到的一种四阶非线性微分方程零解的稳定性，通过使用能量度量算法构造

该方程的Lyapunov函数，进而给出方程零解的稳定性的充分条件。 
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Abstract 
In this paper, we mainly discuss the stability of the zero solution of a fourth-order nonlinear dif-
ferential equation obtained from the soft tissue model. By using the energy metric algorithm, we 
construct the Lyapunov function of the equation, and then give the sufficient conditions for the 
stability of the zero solution. 
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1. 研究背景 

软组织通常是指人体的皮肤、皮下组织、肌肉、肌腱、韧带等。软组织弹性模型的研究可以追溯到

上世纪 80 年代开始的形变模型的研究。本文将软组织看作是质量–弹簧模型，从而得到一个微分方程组。 
李雅普诺夫稳定性理论是俄国数学家 A. M. Lyapunov 在 1892 年所创立的。该理论主要用于分析系统

稳定性。李雅普诺夫稳定性理论在许多领域中都有广泛的应用，如生化反应、病毒动力学、生态生物、

传染病模型研究等。从 19 世纪末以来，李雅普诺夫稳定性理论一直被用于指导稳定性的研究和应用。1967
年，D.布肖对表征在集合与映射水平上的系统建立了李雅普诺夫第二方法。此时，Lyapunov 函数被推广

为向量形式，称为向量 Lyapunov 函数。李雅普诺夫稳定性理论主要指李雅普诺夫直接法。李雅普诺夫直

接法可用于任意阶数的系统，运用这一方法可以不必求出微分方程的解而直接判定其解的稳定性。运用

李雅普诺夫第二方法的关键是构造出一个合适的 Lyapunov 函数[1] [2]，一直以来，许多学者提出了各种

不同的构造方法，如能量函数法、梯度法、能量度量算法、类比法[3] [4]等。 
王联、王慕秋用类比法研究了一类三阶非线性系统的 Lyapunov 函数的构造问题[5]。秦宏立等学者

应用类比法讨论了一类非线性系统的 Lyapunov 函数的构造[6]。柳苗应用能量度量算法和类比法讨论了

两种四阶非线性微分方程的 Lyapunov 函数的构造方法[7]。 
软组织可以看作是质量–弹簧模型，即单弹簧摆模型，根据牛顿第二定律，其运动方程如下： 

( ) dm K L K m= − − +
ra r r g
r

�  

根据上述运动方程，可以得到其数学模型： 
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( )

2 2

2 2

2 2

2 2

d

d

xmx K L x y K x
x y

ymy K L x y K y mg
x y

 = − + −
+


 = − + − +
 +

�� �

�� �
 

令 x v=� ， y z=� ，
K
m

β= ， dK γ= ，则上述模型可简化为： 
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运用能量度量算法的[8] [9]过程如下： 
先将方程变换成等价的微分方程组， 

( )i ix F x=�                                        (1.2) 
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其中 ( )1 2, , , , 1, ,nx col x x x i n= =� � 。 

从而有 

( )
( )

d , ; , 1, , .
d

ii

j j

F xx i j i j n
x F x

= < = �                             (1.3) 

于是对上述等式变换成下面形式， 

( ) ( )d d 0, ; , 1, , .j i i jF x x F x x i j i j n− = < = �                        (1.4) 

对(1.4)式做适当的变换得， 

( ) ( ) ( )1 1 2 2d d d 0n nw x x w x x w x x+ + + =�  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 2 1 2,0, ,0 , , , ,0 , , , , ,n n nw x w x w x w x x w x w x x x= = =� � � �  

假设 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 2 1 2 2 1 20 0 0

,0, ,0 d , , ,0 d , , , dnx x x
n n nV x w w x w x xτ τ τ τ τ τ= + + +∫ ∫ ∫� � � �         (1.5) 

求出 ( )V x 沿着方程(1.2)的全导数 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

d
d n

n

V x V x V x V x
x x x

t x x x
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂

� � ��  

根据常微分方程稳定性的相关理论以及 ( )V x 和
( )d

d
V x

t
的相关性质，可以讨论出方程(1.2)的零解是否 

具有稳定性[10] [11] [12] [13]。 
定理 1：设系统的状态方程为 

( )x f x=�  

其中 0ex = ，为其平衡态.若存在一个有连续一阶偏导数的正定函数 ( )V x ，满足下述条件：
( )d

d
V x

t
为非正 

定(半负定)的，则该系统在原点处的平衡态是一致稳定的[14] [15]。 

2. 主要结果 

本文先通过使用能量度量算法构造出合适的李雅普诺夫函数 ( )V x ，再给出方程的零解的稳定性的充

分条件，以及充分条件的证明过程。 
考虑方程 
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的等价微分方程组： 

( )
( )( )

1 3

2 4

3 1 2 1 3

4 1 2 2 4

,

,

x x
x x
x f x x x x

x f x x x c x g

γ

γ

=
 =
 = −
 = + − +

�
�

�

�

                            (2.2) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.1211459


毛荣生，胡继文 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.1211459 4675 应用数学进展 
 

其中 ( )
( )

1 2 22
1 2
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等价微分方程组按照(1.3)式两两相除，得到： 
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即 

3 2 4 1d dx x x x=                                     (2.3) 

( )( )3 3 1 2 1 3 1d , dx x f x x x x xγ−=                              (2.4) 

( )( )3 4 1 2 2 4 1d , dx x f x x x c x g xγ + − + =                          (2.5) 
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( )( ) ( )( )1 2 1 3 4 1 2 2 4 3, d , df x x x x x f x x x c x g xγ γ− + −  +=                   (2.8) 

做如下适当变换： 
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1 2 3 4 3 4 4 3 3 4 4 3 1 4 32.3 , 2.4 2.6 2.5 2.7 2.8cf x x x x x x x x x x x x x x x× + × − × − × + × + ×  

可以得到， 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )

2 2 3 2 2 2 2 2
3 4 3 4 3 4 1 3 4 3 4 4 3 2

2 2 2 2 2 2
1 3 4 1 4 3 1 2 1 3 4 1 2 1 4 3 3

2 2 3
1 2 1 3 4 1 4 3 4

d d

, , d

, d 0

x x x x gx x x x x x x gx x x

x x x gx x x f x x x x x cf x x x x x x

f x x x x x x x x x

γ γ γ γ

γ

γ

− + + − −

+ − − −

+ − =

                (2.9) 

由于 
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对(2.9)式进行积分， 
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函数 ( )1 2 3 4, , ,V x x x x 沿着(2.2)式的全导数为： 
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定理 2.1 若系统(2.2)满足以下条件： 
(1) 函数 ( )1 2,f x x 连续可微。 

(2) ( )1 2 1 3,f x x x xγ> 。 

(3) ( ) ( )4 1 1 2,x g c x f x xγ − > + 。 
(4) 1 2 3 40, 0, 0, 0x x x x< ≤ > > 。 

(5) 
( ){ }
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1 2 1 23 4

1 21 2 1 2

, ,
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min , 4min ,
f x x f x xx x

x xf x x f x x
γ

 ∂ ∂ >  ∂ ∂  
。 

则系统(2.2)的零解是渐进稳定的。 
证明：根据实际情况，可知系统(2.2)满足 0γ > ，并且 

( )22
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β
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所以有 

( )22
1 2

1L L
L gx x c

β
β

< <
++ +

 

因此 
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因此 

( )1 2 3 4, , , 0V x x x x >  

即 ( )1 2 3 4, , ,V x x x x 为正定函数。 
又由于 ( ) ( )4 1 1 2,x g c x f x xγ − > + ，则 
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显然， ( )
2
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1 2 2
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2, xf x x
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< − 成立 

所以有 

( ) ( )23 3
1 2 1 3 1 2 1 32 , , 0f x x x x f x x x x+ <  

因此 

( ) 0V x <�  

根据定理 1.1，系统(2.2)的零解是渐进稳定的。 
进而可知模型(1.1)在弹性系数 K，阻尼系数 Kd存在的情况下，在受到外力作用时，运动是稳定的。 
本文创新性地使用能量度量算法构造出了质量–弹簧模型的 Lypunov 函数，证明了模型在有弹性系

数和阻尼系数存在时，其运动是渐进稳定的。后期将对模型进行改进，改为正六边形弹簧网络模型，使

其更加接近现实中的软组织结构。 
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