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摘  要 

混合多核极化码存在极化现象且有良好的极化性能。极化码对应的极化矩阵的指数是度量极化码性能的

重要指标，因此本文主要研究混合多核极化码的指数。本文将多核极化码部分距离的表达式进行拓展，

得到混合多核极化码部分距离，根据极化码部分距离和指数的关系推导出了混合多核极化码指数的表达

式，即混合多核极化码指数可以表示为其组成矩阵的线性组合，并得到了混合多核极化码指数的上下界；

然后基于混合多核极化码的极化现象，提出了一种特殊的混合多核极化码的矩阵选择规则，证明了在这

种矩阵选择规则下产生的混合多核极化码的指数是收敛且与信道容量相关；最后应用本文得出的定理，

对一些已有的实验图像和猜想进行了解释。 
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Abstract 
Hybrid multi-kernel polar codes are polarized and have good polarization performance. The ex-
ponent of the polarization matrix corresponding to the polar code is an important metric to measure 
the performance of the polar codes, so this paper focuses on the exponent of the hybrid multi-kernel 
polar codes. In this paper, we extend the expression of partial distance of multi-kernel polar codes 
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to obtain the expression of partial distance of hybrid multi-kernel polar codes, and the expression 
of exponent of hybrid multi-kernel polar codes is derived based on the relationship between par-
tial distance and exponent of polar codes, which can be expressed as a linear combination of its 
constituent matrices, and the upper and lower bounds of exponent of hybrid multi-kernel polar 
code are obtained. Then, based on the polarization phenomenon of hybrid multi-kernel polar 
codes, a special matrix selection rule for hybrid multi-kernel polar codes is proposed, and it is 
proved that the exponent of hybrid multi-kernel polar codes generated under this matrix selection 
rule is convergent and channel capacity dependent. Finally the theorems derived in this paper are 
applied to explain some existing experimental images and conjectures. 
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1. 引言 

ARIKAN 教授提出的传统极化码是首个理论上被证明能够实现信道容量的信道编码[1]。传统极化码 

的码长为 2nN = ，生成矩阵是 n⊗=G F  ( F 为极化变换的核)，其中
1 0
1 1
 

=  
 

F ，⊗表示克罗内克积。 

ARIKAN 教授还提出信道极化现象是一种普遍存在的现象，即对于 l l× ( )2l ≥ 的核 lG 也会产生信道极化

现象[2]。为了提升传统极化码码长的灵活性，许多文章提出了不同码长的极化码构造，如线性与非线性

二进制的核[3]，极化码的多核构造[4]，打孔极化码[5] [6]以及缩短极化码[7]等。 
将传统极化码生成矩阵中的 F 替换为 i il l× 极化矩阵

il
G 就得到了码长为 1 2 nl l l� 多核极化码，其生成

矩阵为
1 2 nl l l= ⊗ ⊗ ⊗G G G G� 。多核极化码除了适用于不同的码长外，在错误率性能方面还优于使用打

孔和缩短过程得到的极化码[4]。为了进一步提高极化性，混合多核极化码[8]在多核极化码的基础上，根

据不同的虚拟信道的性能选择不同的组成矩阵。因此，混合多核极化码是局部最优的，有更好的性能。 
同时，信道极化率[9]是在 SC 译码下极化码的一个度量块错误率的重要指标。极化码的极化率也被

叫做对应极化矩阵的指数，根据极化码指数的计算公式得到传统极化码的指数为 ( ) 0.5nE ⊗ =F ，多核极 

化码的指数为 ( ) ( )
1 2

1 1 2log
i

n
i

n l
l l l

i l n

E
E

l l l=

⊗ ⊗ ⊗ =∑
G

G G G
�

�  [10]。 

本文我们的目标是得到混合多核极化码指数的表达式，以推导出某些混合多核极化码指数的收敛性，

并将这些理论应用于已有的实验中。 

2. 基础知识 

2.1. 混合多核极化码 

为了提高多核极化码的错误性能，混合多核极化码根据虚拟信道的不同性能在极化的每一阶段选择

不同的生成矩阵。如图 1 所示，我们在混合多核极化码的每一极化阶段根据信道容量选择极化矩阵。 
令G 是一个 l l× 的极化矩阵， ( )1,2, ,i i l=G � 是 i il l× 的极化矩阵， HG 是一个混合矩阵，即 
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i i i i

ill
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     = = = =     
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G
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� �
�
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�

� �

α
α

α

.           (1) 

则矩阵G 和 HG 的类克罗内克积[11]定义如下：

 
1 1

2 2

:H

l l

⊗ 
 ⊗ =
 
 ⊗ 

G
G

G G

G



α
α

α

.                                  (2) 

混合多核极化码的生成矩阵[11]为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 n
n H H H=G G G G G�    。 

 

 
Figure 1. Hybrid multi-kernel polar codes construction 
图 1. 混合多核极化码的构造 

2.2. 指数 

将极化现象应用于混合多核极化码，得到如下引理。 
引理 1 (混合多核极化码的极化性[12])：令 W 是任意二进制输入离散无记忆信道(B-DMC)，信道容量

( )0 1I W< < ，混合多核极化码的生成矩阵为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 n
n H H H=G G G G G�    。当混合多核极化码的码长

N 趋于无穷时，信道容量趋于 1 虚拟信道占所有虚拟信道的比例为 ( )I W ；信道容量趋于 0 的虚拟信道占

所有虚拟信道的比例为 ( )1 I W− 。 
定义 1 (指数[2])：令 W 是任意二进制输入离散无记忆信道(B-DMC)，信道容量 ( )0 1I W< < ， l l× 矩

阵G 的指数 ( )E G 满足以下条件： 

1) 对于任意一个定值 ( )Eβ < G ， ( )infim 2l
nl

nn
Pr Z I W

β−

→∞
≤ 

 =

 ， 

2) 对于任意一个定值 ( )Eβ > G ， inflim 2 1
nl

nn
Pr Z

β−

→∞
 
 ≥ = 。 

指数 ( )E G 也叫做极化率，是一种在 SC 译码下测量极化码的块错误率的一种方式。指数 ( )E G  
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由的部分距离计算得到。 

定义 2 (部分距离[2])：令
TT T

1 , , l  = G g g� 为 l l× 极化矩阵，G 的部分距离为 

( ) ( ) ( ){ }1 , 2 , ,D D D D l=G G G G� ， 

( ) ( )1 2, , , , , 1,2, , 1H i i i lD i d i l+ += = −G g g g g� � ，                     (3) 

( ) ( ),H lD l d=G g 0 ，                                   (4) 

其中 { }1 2 1 2, , , , , ,i i l i i lspan+ + + +=g g g g g g� � ， T
ig 是行向量 ig 的转置， ( ),Hd a b 是向量 a 和向量 b 的汉明

距离， ( ) ( ), min ,H Hd d
∈

=
c

a a c


 ， 0 是1 l× 的零向量。 

引理 2 (部分距离与指数的关系[2])：令G 是一个 l l× 极化矩阵且G 的部分距离为 
( ) ( ) ( ){ }1 , 2 , ,D D D D l=G G G G� ，则G 的指数 

( ) ( )
1

1 log
l

l
i

E D i
l =

= ∑ GG                                   (5) 

3. 主要结论 

这部分展示了本文的主要结论，即在一种特殊的选择方式下混合多核极化码的指数是收敛的。 

3.1. 混合多核极化码指数的表达式 

根据引理 2，我们可以通过部分距离与指数的关系计算指数。因此，为了得到混合多核极化码的指

数的表达式我们先写出混合多核极化码的部分距离。 
引理 3 (类克罗内克积的部分距离[2])：令 ( ) ( ) ( ){ }1 , 2 , ,D D D D l=G G G G� 是极化矩阵G 的部分距离，

HG 是 由 i il l× 的 极 化 矩 阵 ( )1,2, ,i i l=G � 组 成的 混 合 矩 阵 ，
H

DG 是 HG 部 分距 离 序 列 ， 即

{ }1 2
, , ,

H l
D D D D=G G G G� 。则混合多核极化码生成矩阵 HG G 的部分距离 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
1 , 2 , ,

lHD D D D D D l D= G G G G G GG G � .                    (6) 

定理 1：令 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 n
n H H H=G G G G G�    为混合多核极化码的生成矩阵， ( )i

jG 是极化过程中第 i 阶
段的第 j 个矩阵，则 

( )
( )( )

1 1 2log
i

i
n

n
i l n

E
E

l l l=

= ∑
G

G
�

，                              (7) 

其中 ( )( ) ( )( )1 2 1

11 2 1

1 il l l
i i

j
ji

E E
l l l

−

=−

= ∑G G
�

�
， ( )2, ,i n= � ，即混合多核极化码极化过程中第 i 阶段的所有组成

矩阵指数的平均值。 
证明：该定理的证明主要运用了数学归纳法。 
1) 当 2n = 时， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1

, , ,
H l

D D D D 
=  
 G G G G

� ，                           (8) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 11 , 2 , ,D D D D l=
G G G G

� .                         (9) 

根据引理 3， 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 22
1 1

2
11 , ,

l
HD D D D D l D 

 
 

= =G G G GG G
G � ，                   (10) 

令 1i l x r÷ = � ，则 ( )
2

D iG 是 ( ) ( ) ( )1 2
1

1
x

D x D
+

+
G G

的第 r 项， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22
1

1
x

D i D x D r
+

= +G G G
，                           (11) 

因为 

( )( ) ( ) ( )
1

11

1

11

1 log
l

l
i

E D i
l =

= ∑ G
G ，                             (12) 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

22

2
2

12

1 log 1
j

l

j l
i

E D i j l
l =

= ≤ ≤∑ G
G ，                        (13) 

则 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

1 2

1 2 2

1 2

1 21 2
1

1 2

1 21 2 1 2
1

1

1 2

1 2

2
11 2

11 2

11 2

2
1

11

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 log

1 log 1

1 log 1 log

1

log log

log log

x

x

l l

l l
i

l l

l l
i

l l

l l l l
i

l

j
j

l l

l l

E D i
l l

D x D r
l l

D x D r
l l

EE l
l l l l

E E

l l l l

+

+

=

=

=

=

=

= +

= + +

= +

=

 
  

+

∑

∑

∑

∑

G

G G

G G

G

GG

G G

                      (14) 

2) 假设结论对于 1n − 成立，即 

( )
( )( )1

1
1 1 2 1log

i

i
n

n
i l n

E
E

l l l

−

−
= −

= ∑
G

G
�

.                               (15) 

3) 当 k n= 时，则 

( ) ( )( ) ( )
( )( )1 2

1 2 1

11 1 2 1
1

1 2 1 2

1

log log

n

n n

l l l
n

j
n jn n

n n H
l l l n l n

E
E l l l

E E
l l l l l l

−

=− −
−= = +

∑ G
G

G G G

�

�

�
� �

 .              (16) 

将(16)式带入(15)式并化简，我们得到 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

11 2 1 2 1 2 1 2log log log log
n i

n i
n

n
il n l n l n l n

E E E E
E

l l l l l l l l l l l l=

= + + + = ∑
G G G G

G �
� � � �

.           (17) 

注：若在混合多核极化码极化过程的第 ( )2, ,i i n= � 阶段选择相同的组成矩阵，就得到了多核极化码

指数的表达式，这与文献[10]中得到的结果相同。 
若给出了组成矩阵中的指数最大和指数最小的矩阵，根据以下推论我们可以得到混合多核极化码的

指数 ( )nE G 介于其组成矩阵的最大指数和最小指数之间。 
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推论 1：令 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 n
n H H H=G G G G G�    是混合多核极化码的生成矩阵，若 LG 为混合多核极化码

组成矩阵中指数最大的矩阵， SG 为混合多核极化码组成矩阵中指数最小的矩阵，则 

( ) ( ) ( )S n LE E E≤ ≤G G G .                               (18) 

证明：首先证明右边的不等式。 
根据(7)式， 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

log log log

log log log

1 1 1
log log log

log log log

n

n

n

n n n

n

n
l n l n l n

L L L

l n l n l n

L
l n l n l n

L l l l l l l l l l

E E E
E

l l l l l l l l l

E E E
l l l l l l l l l

E
l l l l l l l l l

E l l

= + + +

≤ + + +

 
= + + + 

  

= + + +

G G G
G

G G G

G

G � � �

�
� � �

�
� � �

�
� � �

�

( )
n

L

l

E

  
= G

               (19) 

重复以上步骤，就得到了左边的不等式，此处不再赘述。 
根据引理 1，当混合多核极化码的码长趋于无穷时，虚拟信道中信道容量接近 1 的虚拟信道占所有

虚拟信道的比例为 ( )I W ，信道容量接近 0 的虚拟信道占所有信道的比例为 ( )1 I W− 。根据这个特点，我

们提出一种矩阵选择规则：信道容量接近 1 的虚拟信道选择极化矩阵 xG ，信道容量接近 0 的虚拟信道选

择极化矩阵 yG ，剩余的虚拟信道可以选择任意极化矩阵。接下来我们证明在这种选择规则下生成的混合

多核极化码的指数是收敛的且与信道容量相关。 

3.2. 混合多核极化码指数的收敛性 

定理 2：令 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 n
n H H H=G G G G G�    是混合多核极化码的生成矩阵，W (B-DMC)为二进制输入

离散无记忆信道，信道容量 ( )0 1I W< < 。当 n →∞时，若根据以上规则选择组成矩阵，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim 1n x yn
E I W E I W E

→∞
= + −G G G .                        (20) 

证明：令 k 为一个固定的足够的大的正整数，根据以上矩阵选择规则，在第 k 阶段，有 ( ) ( )1 2 kl l l I W�

个虚拟信道选择极化矩阵 xG ；有 ( ) ( )( )1 2 1kl l l I W−� 个虚拟信道选择极化矩阵 yG 。由定理 1 中 ( )( )kE G 的

定义， ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim 1k
x yk

E I W E I W E
→∞

= + −G G G 。 
我们将等式(7)分成两部分，第一部分是等式的前 k 项；第二部分是等式的 1k + 项及其后所有项，根

据上一段分析，等式第二部分中的每一项都接近于 ( ) ( ) ( )( ) ( )1x yI W E I W E+ −G G 。当 n 不断增加时，由

于 k 是固定值且第一部分的 ( )( )iE G 的系数不断减少，则第一部分 ( )( )iE G 的系数和递减。根据(7)式，可

以明显看出等式中所有 ( )( )iE G 的系数和为 1，当 n →∞时，第一部分的系数和趋近于 0，那么第二部分
( )( )iE G 的系数和趋近 1。因此，第一部分的和趋近于 0，第二部分和趋近于 ( ) ( ) ( )( ) ( )1x yI W E I W E+ −G G 。

因此 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim 1n x yn
E I W E I W E

→∞
= + −G G G 。 

推论 2：令 W 是二进制擦除信道 (BEC)且  为其擦除概率，混合多核极化码的生成矩阵为
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 n

n H H H=G G G G G�    。当 n →∞时，如果根据以上规则选择组成矩阵， 

( ) ( ) ( ) ( )lim 1n x yn
E E E

→∞
= − +G G G  .                           (21) 

证明：对于任意的二进制擦除信道(BEC) W 有 ( ) 1I W = − ，显然等式(21)成立。 
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4. 数值分析 

最后，我们给出码长为 3nN = 的混合多核极化码的例子。 
令G 是一个 N N× 极化矩阵，W 是二进制擦除信道(BEC)且信道容量为 ， ( ) ( )1i

NW i N≤ ≤ 是由G 生

成的第 i 个虚拟信道， ( )( )i
NZ W 是 ( )i

NW 的巴氏参数。我们用文献[11]中的构造方法。 
令 

3 3

1 0 0 1 0 0
1 1 0 , 0 1 0
1 0 1 1 1 1

x y

   
   = =   
      

G G ，                           (22) 

则码长为 3nN = 的混合多核极化码的生成矩阵为 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
3 3 3 3

n
n H H H H=G G G G G�    ，                           (23) 

其中 

( )

( )

( )

( )
1

1

2
3

3

,1
:

i

i

i
i
H

i

G

G
G i n

G −
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对于 11 3ij −≤ ≤ ，                        (24) 

根据虚拟信道的信道容量 ′ ， ( )i
jG 取 3xG 或 3 yG ：当 ( )0,0.5′∈ ，取 3xG ；当 ( )0.5,1′∈ ，取 3 yG ；当

0.5′ = ，取 3xG 或 3 yG 。 
通过计算， ( )3 0.42062xE ≈G ， ( )3 0.33333yE ≈G 根据推论 2 和(23)式，混合多核极化码的指数收敛为 

( ) ( ) ( ) ( )3 3lim 1n x yn
E E E

→∞
= − +G G G  .                          (25) 

当 0.5= ，指数收敛为 ( ) ( )( )3 3
1
2 x yE E+G G 。 

 

 
Figure 2. Exponents of hybrid multi-kernels polar codes 
图 2. 混合多核极化码的指数 
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图 2 为文献[11]中模拟码长为 ( )3 4,6,8,10nN n= = 时混合多核极化码的指数图像。在图中我们可以观

察到，指数会在某些 值处出现突变。产生这些突变有两个原因：一是当初始信道的擦除概率为 0.5 时，

在第一阶段无法确定对应的组成矩阵；二是在极化过程中的其他阶段出现的擦除概率为 0.5 的虚拟信道

时无法确定对应的组成矩阵。 
当 n →∞时，这些突变会消失。由于信道极化，当 n 足够大时，擦除概率为 0.5 的虚拟信道非常少。

因此不管这些信道取 3xG 或者 3 yG ，对于 ( )nE G 的取值几乎没有影响，即 

( ) ( ) ( ) ( )3 3lim 1n x yn
E E E

→∞
= − +G G G  。根据(25)式，在图 2 中，当 n →∞时，混合多核极化码的指数应该

为一条过点 ( )0,0.42062 和 ( )1,0.33333 的直线。 

5. 总结 

极化码的指数是度量极化码性能的重要指标，为了探究混合多核极化码的指数的相关性质，本文得

到了混合多核极化码指数的表达式，即混合多核极化码指数可以表示为其组成矩阵的线性组合并且提出

了一种特殊的矩阵选择规则，证明了在这种选择规则下混合多核极化码的指数是收敛的。文献[11]对混合

多核极化码的指数进行了仿真，得到了一类混合多核极化码指数的图像，并针对图像提出了一些猜想。

本文将推导出的定理运用到文献[11]的实验中，解释了图像产生突变的原因，预测了当极化码码长趋于无

穷时的图像走向，证实了其猜想。 
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