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摘  要 

半二次正则化最小二乘是实现高质量图像复原的重要模型之一。在利用牛顿迭代方法等优化方法求解该

模型的过程中，每一步都涉及结构化方程组的求解。预处理共轭梯度法(PCG)是求解此类方程组的有效

方法，而其收敛速度取决于预处理后矩阵的特征值性质。构造合适的预处理矩阵对于提高图像复原的性

能具有重要的意义。近年来，结合半二次图像复原中方程组的结构化特点，学者们基于矩阵的Schur补
近似等策略构造出了一系列的预处理矩阵，并给出了相应的特征值分析。数值结果表明，这些预处理方

法有效地降低了图像复原的计算成本。针对半二次图像复原中的结构化方程组，本文整理了近几年出现

的预处理方法，并从不同侧面进行对比分析，旨在为进一步的预处理方法改进和研究提供思路参考。 
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Abstract 
Half-quadratic regularized least square method is one of the important models for achieving 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2024.131019
https://doi.org/10.12677/aam.2024.131019
https://www.hanspub.org/


孙舒恩 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.131019 160 应用数学进展 
 

high-quality image restoration. In the process of solving this model using optimization methods 
such as Newton method, each step involves solving a structured system. The Preconditioned Con-
jugate Gradient (PCG) method is an efficient method for solving such systems while its conver-
gence rate depends on the nature of the eigenvalues of the preconditioner. Constructing a suitable 
preconditioner is meaningful to improving the performance of image restoration. In recent years, 
combined with the structured characteristics of the system in half-quadratic image restoration, 
scholars have constructed a series of preconditioners based on the Schur complement approxima-
tion of the matrices and other strategies, and the corresponding eigenvalue analyses are given. 
The numerical results show that these preconditioners effectively reduce the computational cost 
of image restoration. For the structured system in half-quadratic image restoration, this paper 
organizes the preconditioners that appeared in recent years and makes a comparative analysis 
from different sides, aiming to provide ideas reference for further improvement and research of 
preconditioners. 
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1. 问题背景 

图像复原是对退化图像进行处理以恢复图像原始信息的过程，在生物医学、天文成像等许多工程和

科学领域发挥重要作用[1] [2] [3] [4]。在图像形成过程中，原始图像经常被噪声和模糊污染。因此，为了

从退化图像中恢复出理想的图像，需要进行图像复原，常见的方法有：图像去噪、平滑、填补和去模糊

等等[4] [5]。近年来，基于最小二乘正则化模型的代数方法逐渐成为实现高质量图像复原的主流方法[6] [7]。 

1.1. 图像复原 

由于引起图像退化的因素与性质各不相同，所以图像复原是一个复杂的数学过程，本质上是一个典

型求解不适定的反问题[8]。对于一个 n n× 的图像 X，其退化可以建模为 
,b Ax η= +                                          (1) 

其中向量
2nx R∈ 和

2nb R∈ 分别是由原始图像X与观测图像B按行拉直而成，向量
2nRη∈ 为高斯白噪声，

2 2n nA R ×∈ 为空间不变模糊矩阵。图像复原的主要任务是基于一些先验信息，从观测图像 B 中估计原始图

像 X。除了滤波方法以外，通常可以通过求解最小化问题来实现 

( )
2

ˆ min .
nx R

x J x
∈

=                                        (2) 

图像复原的效果很大程度上取决于所建立的数学模型。即使对同一幅图像，利用不同数学模型求出

的结果可能会有较大的差别。建立好模型后，图像复原就成了数学上反问题的求解。最简单的求解方法

就是用最小二乘法，此时的代价函数为 

( ) 2
2 .J x Ax b= −                                      (3) 

这里，b 指的是带有噪音的退化图像，x 指的是将要被复原的图像。上式目的是不让被复原的图像偏
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离退化图像太多，但这可能会造成图像的过度拟合。因为没有约束项，模型得到的结果也可能不唯一。

因此，最小二乘法是一个不适定的方法，通常需要对其添加具有约束作用的正则化项以优化图像恢复模型。 

1.2. 优化模型 

正则化是缓解反问题不适定性、约束解特征的重要方式。对模型添加惩罚项[9] [10]，得到要求解的

最小化问题 

( ) ( ){ }2 2

2
2

ˆ arg min arg min ,
n nx R x R

x J x Ax b R xβ
∈ ∈

= = − +                            (4) 

其中，
2
2Ax b− 为数据保真项，用于保留原始图像的主要信息，正则项为形式 ( ) ( )T

1i
r

iR x g xφ
=

= ∑ ，其中
2T : n

ig R R→ 对于 1, ,i r= � 是线性算子，G 为 T
ig 的 2r n× 矩阵，我们考虑 0φ ≡/ 为(连续可微函数)凸保边

势函数的情况[9] [11] [12]，满足 ( ) 0tφ′′ > ， TA A 可逆且 ( ) ( ) { }T Tker ker 0A A G G =∩ 。 β 是平衡这两项的

正则化参数。 
不同的 R 项对应不同的正则化方法。典型的吉洪诺夫(Tikhonov)正则化[13] [14]能缓解反问题的不适

定性，但通常会使结果变得光滑，不利于刻画图像边界。稀疏正则化[15] [16]在边界连续性和边缘结构上

的刻画更具有优势，因为其 L1 范数能使结果具有稀疏表征的效果，更符合实际画质情况。全变差(TV)
正则化[17] [18]则在实现噪声压制的同时，保留图像原本的结构特征，具有恢复原始信号边缘的良好性能，

但其高非线性和不可微性给计算带来挑战。而半二次(HQ)正则化[9] [11] [19]不止能很好地保留恢复图像

中的图像细节，也能有效降低最小化问题的计算成本，其正则项一般有加性和乘性两种形式，本文将着

重研究半二次正则化的图像复原模型。 

1.3. 预处理 

图像复原中通常使用牛顿方法求解最小化问题，而牛顿法的每一次迭代都需要求解一个方程组。不

同正则化模型对应不同特点的结构化方程组。这些方程组的系数矩阵一般是对称正定的，因此通常选择

预处理共轭梯度法(PCG)来进行求解[20] [21]。然而，方程组收敛性质取决于特征值分布情况，当系数矩

阵的谱分布不够聚集时，Krylov 子空间法的收敛速度会相当慢。为了解决这个问题，需要对线性方程组

进行预处理。近几十年来，方程组预处理一直是许多领域活跃的研究课题[22] [23] [24] [25]。 
不同的预处理方法取决于方程组的构造和对系数矩阵的近似，对于半二次图像复原中的结构化方程

组，学者们通常基于系数矩阵的不完全分解和 Schur 补近似来构造不同的预处理矩阵，并结合到 PCG 法

中求解该线性方程组。针对半二次图像复原中出现的结构化方程组，本文介绍了近些年来提出的不同预

处理方法，并进行了对比分析和总结。 
本文具体结构如下：在第 2 部分，介绍了半二次正则化最小二乘的基本模型，并分别给出了其加性

形式和乘性形式对应的结构化方程组。在第 3 部分，整理并对比分析了关于这些方程组的预处理方法。

最后，本文总结了半二次图像复原中的预处理方法，并为进一步的方法改进和研究提出了建议和参考思路。 

2. 半二次(HQ)正则化模型 

2.1. 模型描述 

最小化问题(4)通常具有很高的计算复杂度。此时，通过给正则化项添加辅助变量的方法，可以将代

价函数 ( )J x 转化为其增广形式[26]，以此求解来降低优化问题的计算成本。 
设辅助变量为 rv R∈ ，则增广代价函数

2
: n rJ R R R× →� 的形式 

( ) ( )( ) ( )( )( )2 T
12, , ,i

r
iJ x Ax b Q g x i iν β ν ψ ν
=

= − + +∑�                          (5) 
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其中 ( )., :Q s R R→ 对于任意 s R∈ 是二次的， ( )sψ 是函数 ( )tφ 的对偶势函数， : R Rψ → 满足 

( ) ( ) ( ){ }min , , ,
s R

t Q t S s t Rφ ψ
∈

= + ∀ ∈                               (6) 

当势函数 ( )tφ 给定时，利用凸共轭理论立即可以确定对偶势函数 ( )sψ ，条件(6)保证了 

( ) ( ) 2
min , , ,

r

n

v R
J x J x x Rν

∈
= ∀ ∈�                                 (7) 

从而将(4)中的最小化问题转化为 

( ) ( )
2

,
ˆ ˆ, min , .

n rx R v R
x v J x ν

∈ ∈

= �                                   (8) 

对于不同的问题，二次函数 Q 可以取两种形式，分别是加性形式和乘性形式。我们将对两种形式下

对应图像复原方程组的预处理矩阵进行研究。 

2.2. 加性形式中的方程组 

Q 的加性形式为[26]， 

( ) ( )21, , , ,
2

Q t s t s t R s R= − ∈ ∈                                (9) 

此时，使用牛顿法求解(8)中的最小化问题，其迭代形式为， 

1

1

,k k
k

k k

x x
d

ν ν
+

+

   
= +   

   
                                   (10) 

在每次牛顿迭代中，我们需要求解一个 2 × 2 块的结构化线性方程组，其中 dk 是线性方程组的解， 

( ) ( ), , ,k k k k kH x d J xν ν= −∇ �                               (11) 

这里 ( ),k kJ x ν� 的 Hessian 矩阵如下， 

( ) ( )

T T T
11 12

21 22

2
, ,k k

k

H HA A G G G
H x

H HG
β β

ν
β β ν

 + −  
= =   − Λ   

                    (12) 

其中 ( )kνΛ 是一个对角矩阵，其对角元为 ( ) 0, 1, ,i i rψ ν′′ > = � 。 

2.3. 乘性形式中的方程组 

Q 项的乘法形式为[9] [27]， 

( ) 21, , , ,
2

Q t s t s t R s R+= ∈ ∈                                (13) 

在每次牛顿迭代中，我们需要求解一个 2×2 块的结构化线性方程组 

( ) 11 12 1 1

21 22 2 2

, ,k k k

H H d r
H x d r

H H d r
ν

     
= = ≡     
     

                       (14) 

其中 d 是线性方程组的解。对应 ( ),k kJ x ν� 的 Hessian 矩阵为， 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

T T T
11 12

21 22

2 2
, ,

2
k

k k
k

A A G G G Gx H H
H x

Gx G H H
β ν β

ν
β β ψ ν

 + Λ Λ  
= ≡   ′′− Λ Λ    

              (15) 

其中 ( )kνΛ 是对角矩阵， ( ),k kH H x ν≡ 是对称矩阵， 11 22,H H 是对称正定的，并满足 TA A 是可逆的且

( ) 0tφ′′ > 对于 t R∀ ∈ 成立。 
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3. 预处理方法 

针对半二次图像复原模型的加性形式和乘性形式，本部分关于其中的结构化方程组，分别整理了相

应的预处理方法，并从不同侧面进行了对比分析。 

3.1. 加性形式 

3.1.1. 预处理形式及性质 
关于方程组(11)，Huang 和 Lu [11]提出了两个块预处理矩阵。第一个块预处理矩阵为， 

11 12
1 1

21 22 21 11 12

,
H H

M
H H H H H−

 
=  + 

                             (16) 

它具有以下的分解形式， 
1

11 11 12
1 1

21 11 22

0 0
.

0 0
I H I H H

M
H H I H I

−

−

    
=     
     

                        (17) 

理论分析显示了预处理矩阵 1M 的谱性质。 
定理 1 预处理矩阵 1

1HM − 至少有 2n 个单位特征值和 2n 个单位特征值对应的线性无关的特征向量。
1

1HM − 其他的特征值分布在 [ ]1 ,1δ− ，其中 ( )( ) 1
max 1 kvδ ψ

−
′′= + 。 

类似地，第二个块预处理矩阵构建如下， 
1

11 12 22 21 12
2

21 22

,
H H H H H

M
H H

− +
=  
 

                            (18) 

具有以下分解形式， 
1

1112 22
2 1

22 22 21

0 0
.

00
H II H H

M
H H H II

−

−

     
=      

    
                        (19) 

预处理矩阵 2M 具有以下谱性质。 
定理2 预处理矩阵 1

2HM − 至少有 22n 个单位特征值和 22n 个单位特征值对应的线性无关的特征向量。
1

2HM − 其他的特征值分布在 [ ]1 ,1δ− ，其中 ( )( ) 1
max 1 kvδ ψ

−
′′= + 。 

Wang 等[28]基于 Hessian 矩阵 H 的分解形式，对 H11 的 Schur 补 S1 的逆矩阵进行近似，构建出第一

个预处理矩阵 P1，其逆矩阵形式如下， 
11

111 11 12
1 11

21 111

0 0

0 ˆ
.

0 S

H II H H
P

H H II

−−
−

−−

  −  
=     −     

                     (20) 

其中 ( )
1 1
2 2

1 22 1 221S H T H= − ，
1 1

12 2
1 22 21 11 12 22T H H H H H−= ，因 H 为对称正定的，显然 S1 为对称正定矩阵。而近似

Schur 补的逆通过取其泰勒展开式的线性部分近似 1 1 1 1 1
1 22 22 21 11 12 22Ŝ H H H H H H− − − − −= + 。 

预处理矩阵 P1 具有以下谱性质。 
定理 3 预处理矩阵 1

1HP− 至少有 2n 个单位特征值和 2n 个单位特征值对应的线性无关的特征向量。
1

1HP− 其他的特征值分布在 21 1,δ − ，其中 ( )( ) 1
max 1 kvδ ψ

−
′′= + 。 

类似地，对 H22 的 Schur 补 S2 的逆矩阵进行近似，得到第二个预处理矩阵 P2 其逆矩阵形式如下， 
11

1 12 222
2 1 1

22 21 22

0 0 .
0

ˆ

0
I I H H

P
H H I IH

S −−
−

− −

   − 
=     −    

                   (21) 
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其中 ( )
1 1
2 2

2 11 2 111S H T H= − ，
1 1

12 2
2 11 12 22 21 11T H H H H H−= ，因 H 为对称正定的，显然 S2 为对称正定矩阵。而近似

Schur 补的逆通过取其泰勒展开式的线性部分实现 1 1 1 1 1
2 11 11 12 22 21 11

ˆ H H HS H H H− − − − −= + 。 

预处理矩阵 P2 具有以下谱性质。 
定理 4 预处理矩阵 1

2HP− 至少有 22n 个单位特征值和 22n 个单位特征值对应的线性无关的特征向量。
1

2HP− 其他的特征值分布在 21 1,δ − ，其中 ( )( ) 1
max 1 kvδ ψ

−
′′= + 。 

Zhao 和 Huang [29]构造了一个限制性预处理矩阵 Z 如下， 
1

11 11 12
1

21 11 1

0 0
.

0 0S
I H I H H

Z
H H I I

−

−

    
=     
     �                          (22) 

其中 1 22S H dI= −� ，选定合适的常数 d 使得 dI 近似 D，从而 1S� 近似替代了 Hessian 矩阵关于 H11的 Schur
补形式 1 T

1 22 21 11 12 22S H H H H H UDU−= − = − ， 

( ) 12 2 2 22D β βτ
−

= Σ Λ + Σ  

是一个对角矩阵，第 i 个对角项是 id 如下， 
2 2

2 2 , 1,2, ,
2
0, 1, , .

i i i

i r
d

i r mn

β σ
λ βτσ


== +

 = +

�

�

 

其中 TA F F= Λ ， T 2 TG G F F= Σ ，F 是快速傅里叶变换矩阵， ( )1,diag , mnλ λΛ = � ， 

( )1diag , , ,0, ,0rσ σΣ = � � ，r 是矩阵 TG G 的秩。 
预处理矩阵 Z 具有以下谱性质。 
定理 5 对于到 ( )vψ 和 D，有 

( ){ } { } { }min min maxmin , min , max ,i i ii i i
v v d d d dψ ′′= = =  

其中 ( )1, ,id i mn= � 是矩阵 D 的对角线元素。假设 maxd β τ< ， 1S� 中的 d 满足 min maxd d d< < 。矩阵 1H − 至

少有 mn 个单位特征值，且其他特征值分布于区间 

( ) ( )
max min

min min

1 ,1 .d d d d
d v d vβ τ β β τ β

 − −
− + − + − + 

 

3.1.2. 对比分析 
方程组(11) Hessian 矩阵的完全分解形式为， 

1
11 11 12

1
21 11 1

0 0
.

0 0
I H I H H

H
H H I S I

−

−

    
=     
     

                        (23) 

其中 1
1 22 21 11 12S H H H H−= − 为 H11 的 Schur 补。而另一种完全分解形式为， 

1
212 22

1
22 22 21

0 0
.

00
S II H H

H
H H H II

−

−

     
=      

    
                        (24) 

其中 1
2 11 12 22 21S H H H H−= − 为 H22 的 Schur 补形式。 

通过对比分析，我们发现，上述几种预处理方法本质上都是基于 Schur 补近似来构造的预处理矩阵，

只是近似的策略不同。从 Schur 补近似形式的角度看，Huang 是将 S1 近似为 H22，将 S2 近似为 H11，Zhao
是将 S1 近似为 22H dI− 。不同的是，Wang 是基于泰勒展开对 S1 和 S2 的逆矩阵进行近似。从近似程度的
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角度看，Wang 提出的预处理与 Zhao 提出的预处理比之 Huang 的预处理，更能近似系数矩阵 H。上述预

处理对应的谱分析和数值结果也印证了这一点，后两种预处理系数矩阵的特征值更加聚集，应用到 PCG
方法时所需要的迭代步数更少。 

Huang 论文中的近似是构造最简单计算量也最小的方法，但同时意味着其近似程度有着更高的提升

空间，可以基于 Shcur 补进一步改进其对 S1 与 S2 的近似程度。另一种想法是在两种矩阵分解中，不对 S1

与 S2 做近似，转而对 H11 或 H22 做其他的近似变换，由于 H1 与 H2 组成不同，其各自近似效果也会有差

距。而 Wang 论文中通过泰勒展开到二次项再取线性部分近似，对此，一种直接的改进想法就是泰勒展

开到更高次项，使得矩阵的近似程度更高，但这将会引起每步更多计算量的问题。Zhao 的论文中只是把

对角阵近似为数量矩阵，这个近似比较粗糙，还涉及到参数的选取问题，将来可以研究最优参数的选择，

或者找到更优的近似方式，来改进相应的预处理方法。当然，不论是怎样的改进构造想法，如何控制好

近似程度与计算量之间的平衡是较为关键的。 

3.2. 乘性形式 

3.2.1. 预处理形式及性质 
对于乘性形式，Huang 和 Lu [19]提出了预处理矩阵 0M 如下， 

1
11 12 22 21 12

0
21 22

,
H H H H H

M
H H

− +
=  
 

�
                              (25) 

其中， 11H� 是 11H 的近似，通过用单位矩阵 I 来近似代替 ( )vΛ 得到 T T
11 2 2H A A G Gβ+=� ，这种近似是考

虑到 T T2 2A A G Gβ+ 在周期边界条件下是块状循环矩阵，相关的运算可以通过快速傅里叶变换(FFT)实现。

0M 具有以下分解形式， 
1

1112 22
0 1

22 2122

00
.

00
IHI H H

M
H H IHI

−

−

     
=      

    

�
                        (26) 

预处理矩阵 0M 具有以下谱性质。 
定理 6 对于对角矩阵 Λ对角线元素的最大值与最小值 maxσ 与 minσ ，矩阵 1

0HM − 至少有 22n 个单位特

征值，且其他特征值都分布在区间 ( ) ( )min maxmin ,1 ,max ,1σ σ  内。矩阵 1
0HM − 对应于单位特征值有 22n 个 

的线性无关的特征向量，且对应于非单位特征值 λ 的其他特征向量都可以由
0
u 
 
 

得到，其中 u 是矩阵 

( )1
11 12 22 21 11H H H H H−− � 关于 λ 的特征向量。 
然而，使用单位矩阵 I 对 H11 的近似较为简略，作者进一步提出 T T

11
ˆ 2 2H A A G Gθβ= +  ( 0θ > 是一个

常数)，其中用 Iθ 改进了对 ( )vΛ 的近似代替，此预处理矩阵 Mθ 如下， 
1

11 12 22 21 12

21 22

ˆ
,H H H H HM

H Hθ

− +
=  
 

                           (27) 

具有以下分解形式， 
1

12 22 11
1

22 2122

ˆ 00 .
0 0

II H H HM
H H II Hθ

−

−

    
=     

    
                      (28) 

预处理矩阵 Mθ 具有以下谱性质。 
定理 7 对于对角矩阵 Λ对角线元素的最大值与最小值 maxσ 与 minσ ，矩阵 1HMθ

− 至少有 22n 个单位特

征值，且其他特征值都分布在区间 maxmin 1 1min , ,max ,σσ
θ θ θ θ

   
        

内。矩阵 1HMθ
− 对应于单位特征值有
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22n 个的线性无关的特征向量，且对应于非单位特征值 λ 的其他特征向量都可以由
0
u 
 
 

得到，其中 u 是

矩阵 ( )1
11 12 22 21 11

ˆH H H H H−− 关于 λ 的特征向量。 

前面所述的预处理都是基于 Hessian 矩阵的不完全分解对矩阵进行处理，而 Zhao 和 Huang [30]基于

超松弛迭代(SSOR)将矩阵分解成三部分，分别是两个上下三角形矩阵和一个对角阵， 

11 12T

21 22

0 0 0 0
0 0 0 0

H H
H L D L

H H
     

= + + = + +     
    

                    (29) 

对应的 SSOR 迭代方程组如下， 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
T2

1
T 1 2

1

1

k k

kk

D L d L D d r

D L d L D d r

ω ω ω ω

ω ω ω ω

+

++


− = + − +


 − = + − +

                        (30) 

由于计算成本太大，提出了改进的 SSOR 迭代法，基于其中的矩阵分裂，通过定义非奇异矩阵 ( )Q ω ，

构造了改进的 SSOR 块预处理矩阵 P 如下， 

( ) ( ) ( ) ( )T 1 ,P D L Q D Lω ω ω ω−= + +� �                          (31) 

( ) ( )T ,Q D D Dω ω ω= + −� �                              (32) 

其中，非奇异矩阵 D� 是对分块对角矩阵 D 的近似替代， 11

22

0
0

H
D

H
 

=  
 

�
� ，通过简单地将 ( )vΛ 替换为标

量矩阵 Iθ 对系数矩阵中的 H11 块进行修正， T T
11 2 2A A GH Gθβ= +� 。 

当对图像施加周期性边界条件时，模糊矩阵 A 是带循环块的循环矩阵(BCCB)，如果 G 是一阶差分地

离散化矩阵，A 和 TG G 可以通过快速傅里叶变换(FFT)实现对角化，且上述定义的预处理矩阵 P 就变成， 

( )
( )

( )

1
11 11

11 12 11

122 21 22
22

1 2 0
0

, 10 0
2

H H
H H H

P
H H HH

ω
ω ω

ω θ
ω

ω ω

−

−

 −    
 =    
    
 − 

�
� �

           (33) 

作者对条件数进行了详细证明与分析，并给出了条件数上界与下界的具体参考[30]。 

3.2.2. 对比分析 
从近似形式的角度看，我们发现 Huang 论文中的预处理矩阵是基于(24)矩阵分解式，而 Zhao 论文中

的预处理矩阵是基于(29)的矩阵分裂，前者结合 Shur 补进行近似，后者从定常迭代法中的 SSOR 迭代中

沿用了矩阵分裂思想进行近似。从近似程度的角度看，Zhao在近似中引入了 SSOR法中的超松弛因子ω ，

得以有效地控制近似程度，而 Huang 是将对角矩阵近似为数量矩阵，有效减少了计算量，但近似程度却

不如 Zhao 提出的预处理矩阵。 
根据以上对比分析，我们的一种想法是可以改进 Huang 中对于 S1 与 S2 的简单近似，或者对分解矩阵

中的例如 H11 与 H22 做其他近似变换，亦或类似加性形式预处理中 Zhao 所采用的策略来近似对角元。另

一种想法是将形式较为复杂的(33)作进一步简化，保留超松弛因子的灵活性，同时能够降低计算量且使得

谱性质更易于分析。此外，针对半二次图像复原中方程组系数矩阵的结构化特点，可以结合更多的矩阵

分裂或分解模式加以改进，或是结合更精确的边界条件进行近似构造。 
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4. 总结 

目前，针对半二次图像复原中的结构化方程组，学者们基于 Schur 补近似等策略，构造了一系列的

预处理方法，有效地降低了图像复原中求解方程组的计算成本。本文整理了近些年出现的预处理方法，

从不同角度进行了对比分析。我们发现，对于加性形式下的结构化方程组，预处理矩阵的构造主要是基

于 Hessian 矩阵的不完全分解和 Schur 近似。不同的预处理方法采用了不同的 Schur 近似策略。典型的有，

一是直接将 Schur 补近似为系数矩阵的子矩阵，二是通过对角矩阵的近似和 BCCB 矩阵的傅里叶分解来

近似 Schur 补，三是基于逆矩阵的分解和截断的泰勒展开来实现 Schur 补的近似。对于乘性形式下的结构

化方程组，还可以基于 SSOR 等定常迭代法的矩阵分裂来完成对 Hessian 矩阵的近似，进而构造出含有参

数的预处理矩阵。结果表明，相比原有的方程组，以上预处理后的系数矩阵的特征值更加聚集，PCG 的

迭代步数明显减少。 
但是，目前已有的预处理方法仍然存在一定的局限性，值得进一步改进和完善。关于半二次图像复

原问题中结构化方程组预处理方法的研究，本文认为有如下几个方面仍值得继续探索： 
一，构造更有效精确的近似形式。在改进预处理方向上，可以尝试结合边界条件或泰勒展开到更高

次项等进行更精确的近似，也可以尝试在矩阵分解基础上对其他关键部分进行近似，其中最为重要的考

量是平衡好近似程度与计算成本的代价。 
二，构造参数自适应的预处理方法。通过对角矩阵的近似，或者基于 SSOR 迭代法中的矩阵分裂等

方法来构造预处理矩阵将不可避免地引入超松弛因子等参数，给预处理的谱分析和数值实验带来困难和

不确定性。在预处理构造中，如何根据模型信息来自适应地调整每步优化迭代中的最佳参数，仍需要进

一步研究。 
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