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摘  要 

顾客行为和服务定价是影响服务系统价值的关键要素，对系统的拥堵控制、收益管理以及服务质量控制

等方面具有重要的作用。本文将两种服务价格机制引入到带负顾客的离散时间排队系统中，分别研究可

见与不可见情形下顾客的均衡策略及企业的最优服务定价问题。正顾客到达系统后，会基于“收益–成

本”结构，决定是否进入或退出系统。当负顾客到达系统时，会移除正在接受服务的正顾客。本文首先

求得系统的稳态分布，利用斯塔克博格博弈模型分别求出顾客的均衡策略和企业的最优服务价格。最后

通过数值模拟，说明了不同参数对顾客策略和企业效益的影响。 
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Abstract 
Customer behavior and service pricing are key factors that affect the value of service systems, 
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playing an important role in congestion control, revenue management, and service quality control. 
This article introduces two service pricing mechanisms into a discrete-time queuing system with 
negative customers, and studies the equilibrium strategy of customers in visible and invisible situa-
tions, as well as the optimal service pricing problem of enterprises. After a regular customer arrives 
at the system, they will decide whether to enter or exit the system based on the “benefit cost” struc-
ture. When negative customers arrive at the system, positive customers who are receiving service 
will be removed. This article first obtains the steady-state distribution of the system, and uses the 
Stackelberg game model to separately determine the equilibrium strategy of customers and the 
optimal service price of the enterprise. Finally, numerical simulations were conducted to demon-
strate the impact of different parameters on customer strategy and corporate efficiency. 
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1. 引言 

随着信息化和智能化时代的到来，离散时间排队系统的应用日益广泛。在计算机系统中，信息存储

的单位是字节；在宽带综合业务数字网络中，信号传输都是将网络信号分割成等长的信元进行传送。这

些领域处理的数据都是正整数值随机变量，适合用离散时间排队系统进行处理。因此对离散时间随机服

务进行研究具有很好的应用价值。自 Meisling [1]开创了离散时间排队系统的研究之后，连续时间排队系

统中大量的研究结果也被推广到了离散时间排队系统当中。学者们也不再局限于简单的 Geo/Geo/1 系统，

而是在此基础上考虑了更为复杂的情形，如顾客成批到达、服务时间服从 PH 分布、启动期和工作休假

策略等[2] [3] [4] [5] [6]。为了使离散时间排队系统更具有应用价值，Atencia 和 Moreno [7]首次将负顾客

策略引入到 Geo/Geo/1 排队系统。后来的学者们则在带负顾客的离散时间排队系统中进一步考虑了 N 策

略、休假策略以及工作故障等情况[8] [9] [10] [11]。这些策略使得离散时间排队系统更加贴合实际情况，

关于离散时间排队系统的研究也愈发成熟。 
基于博弈论的排队经济学理论是一个快速发展的研究领域。近些年来，对带负顾客的排队系统进行

经济分析已经成为一个热门主题[12]。排队系统中的顾客和服务商都拥有着自主决策权，他们的自主行为

将直接影响到系统的性能，使得排队策略具有灵活性，也更加符合实际情况[13]。因此，对排队系统中的

优化设计和优化控制问题进行经济学分析，对顾客和管理者而言，都具有很强的现实指导意义。在 Naor 
[14]首次对排队系统进行经济分析并给出了纳什均衡策略之后，关于带负顾客的连续时间排队系统的均衡

策略研究目前已经十分完善。Wang 等[15] [16]在带有负顾客的连续时间排队系统中先后考虑了故障可修

和 N 策略的情形，并对系统进行了经济分析，探究了可视状态和不可视状态下的纳什均衡策略。Panda
和 Goswami [17]从经济学的角度出发，将带有负顾客的连续时间排队系统与工作休假情形相结合，给出

了不同信息水平下顾客的均衡策略。然而，考虑到模型的复杂性和难度，目前还很少有人研究带负顾客

的离散时间排队系统中顾客与企业的策略行为。傅裕蓉等 [18]将具有破坏性的负顾客引入到

Geo/Geo/1/MWV 排队系统当中，证明了顾客存在唯一的均衡策略，但并未给出具体的解析解。基于上述
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研究，本文的主要创新点是将带负顾客的排队策略研究推广到离散时间排队系统当中，并在此基础上引

入两种价格机制，进而研究顾客的均衡策略与企业的最优服务定价决策。 

2. 模型描述 

离散时间排队系统把时间轴分成若干个等长的部分，每个部分被称为一个时隙[19]。顾客的到达和离

去只发生在时隙分点处，且顾客的到达间隔和服务时间都是正整数值的随机变量。本文考虑的是一个具

有延迟入口的 Geo/Geo/1 晚到系统，如图 1 所示。 
 

 

Figure 1. Diagram of the Geo/Geo/1 late arrival system with delayed entry 
图 1. 具有延迟入口的 Geo/Geo/1 晚到系统图 
 

系统中存在两类顾客，正顾客和负顾客。正、负顾客均以 Bernoulli 过程到达系统：每一个时隙末端

( ),m m− 上分别以概率Λ、η发生一个正到达和负到达， ( ), 0,1ηΛ ∈ 。当正顾客到达并进入系统后，若系

统处于空闲状态，则立刻接受服务，否则排队等候。负顾客进入系统后不接受服务，只会抵消正在接受

服务的正顾客，不会对服务台造成损坏。若系统处于空闲状态，则到达的负顾客会自动消失。当正顾客

和负顾客在同一时隙末端到达系统时，假定正顾客比负顾客先进入系统。 
服务台在时隙首端 ( )+,m m 上开始服务，正顾客的服务时间服从参数为 ( )0 1µ µ< < 的几何分布。系

统按照先到先服务的原则提供服务，并且每次只能服务一名正顾客。假设每位正顾客的服务时间至少为

一个单位时间，即当正顾客若在 ( ),m m− 到达系统，则该名顾客服务完成后离开至少发生在 ( )( )1, 1m m ++ +

上。假设系统中正、负顾客的到达过程和服务过程都是相互独立的。 
令 mX 表示m+ 时刻系统中正顾客的数量。显然{ },mX m N∈ 是一个离散时间的马尔可夫过程，其状态

空间 { }0,1,2,Ω =  。令系统中的一步转移概率与平稳概率分别表示如下： 

{ }, 1k k m mp P X k X k′ + ′= = = , 

{ }lim , 0k mm
P X k kπ

→∞
= = ≥ . 

3. 可见情形 

正顾客在到达系统时，能够知道系统中正顾客的数量 n，并以此来决定是否进入队伍。假设每位

正顾客在服务完成之后能够获得回报 R，并且他们在系统中逗留期间的单位等待费用为 C。此外，假

设所有的正顾客都是完全理性且风险中立的，一旦做出决定后不能反悔，即选择进入系统后不能中途

退出；选择止步后不能再返回。当系统处于空闲状态时，正顾客会选择进入排队系统接受服务。企业

采用两种服务定价，一种是服务费用固定的收费机制，令 fS 表示其费用；另一种则是与时间相关的收

费机制，顾客需缴纳的服务费用是不固定的，且与逗留时间成正比，令 uS 表示单位时间内的服务费用。

( ),ef eun n 表示正顾客在这两种价格机制下的均衡策略，( )* *,f uS S 表示企业在这两种价格机制下的最优服

务定价决策。 
基于上述描述，该模型属于一种动态博弈模型，称为斯塔克博格(Stackelberg)模型。顾客与企业之间
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博弈的顺序为：企业先进行服务定价，顾客在知道服务价格后根据自身的收益情况来决定是否进入队伍。

在纳什均衡条件下，本文通过逆推归纳法研究顾客的策略行为，并在此基础上求出了企业的最优服务定

价方案。 

3.1. 顾客的平均逗留时间 

假设标记顾客到达系统时发现队长为 n，设 ( )T n 表示该标记顾客在系统中的平均逗留时间。标记顾

客进入系统后，系统状态首次发生变化仅有两种情况才会对标记顾客产生影响，即服务结束首先发生或

者负顾客到达首先发生。用 1P 与 2P 分别表示这两种情况发生的概率： 

( ) ( )1
1

1 1
k k

k
P µηµ µ η

µη

∞
−

=

= =
−∑ ，                               (1) 

( ) ( )1 1
2

1 1
k k

k
P ηη η µ

µη

∞
− −

=

= =
−∑ ，                              (2) 

本文中任意 [ ]0,1x∈ ，记 1x x= − ，且易证 1 2 1P P+ = 。 
因此，标记顾客的平均逗留时间由两部分组成：(1)系统状态首次发生变化的平均时间；(2)系统状态

首次发生变化后标记顾客的剩余平均逗留时间。前者用 w 来表示，因此，有： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1 1

1
1

k k k k

k k
w k kµ µ η η η µ

µη

∞ ∞
− − −

= =

= + =
−∑ ∑ 。                      (3) 

故当标记顾客进入系统后，其平均逗留时间为： 

( )0T w= ，                                       (4) 

( ) ( ) ( )1 21 1 , 1T n w PT n P T n n= + − + − ≥ ，                           (5) 

解得： 

( ) ( ) 11 , 0
1

nT n n w n
µη
+

= + = ≥
−

，                              (6) 

显然 ( )T n 关于 n 是严格单调递增的。 

3.2. 顾客的均衡策略 

本节将探讨在可见情形下，正顾客在两种价格机制下的均衡策略。当服务费用固定时，标记顾客进

入系统后的期望净收益记为 fEB ；当服务费用不固定时，标记顾客的期望净收益记为 uEB ，则有： 

( )1f fEB PR S CT n= − − ，                                (7) 

( ) ( )1u uEB PR S C T n= − + 。                               (8) 

当 0fEB ≥ 时，解得： 

( )1
1fR S

n
C

µη µη− −
≤ − ， 

而当 0uEB ≥ 时，解得： 

1
u

Rn
S C
µη

≤ −
+ 。 

分别令： 
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( )1
1f

ef

R S
n

C
µη µη− − 

= − 
 

， 

1eu
u

Rn
S C
µη 

= − + 
， 

其中 x  表示不超过 x 的最大整数。因此，当服务费用固定时，标记顾客到达系统后，若队长 efn n≤ ，

则选择进入系统，否则选择止步。当服务费用不固定时，标记顾客到达系统后，若队长 eun n≤ ，则选择

进入系统，否则选择止步。 
故在可见情形下的带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，顾客的均衡策略 ( ),ef eun n 为： 

( ) ( )1
, 1, 1f

ef eu
u

R S Rn n
C S C

µη µη µη − −    = − −    +    
。 

3.3. 企业收益分析 

下面将探讨在可见情形下，企业在两种价格机制下的最优服务定价决策。当服务费用固定时，企业

的均衡收益用 fFB 表示；当服务费用不固定时，企业的均衡收益用 uFB 表示，则有： 

( )1f ef fFB n S= + ，                                   (9) 

( ) ( )1u eu u euFB n S T n= + 。                               (10) 

注意： 

( )2

2

2 1
0f

f

FB
CS
µη∂ −

= − <
∂

， 

( ) ( )
( ) ( )

22

2 4

2 2
0

1
uu

u u

R C SFB
S S C

µη

µη

−∂
= − <

∂ + −
， 

故 fFB 是关于 fS 的凹函数，存在最大值。当 2uS C< 时， uFB 是关于 uS 的凹函数，也存在最大值。

因此，分别令： 

( )2 1
0f

f
f

FB R S
S C C

µηµη∂ −
= − =

∂
， 

( ) ( )
( ) ( )

2

3 0
1

uu

u u

R C SFB
S S C

µη

µη

−∂
= =

∂ + −
， 

求得： 

( )
*

2 1f
RS µη
µη

=
− ， 

*
uS C= 。 

因此，当定价分别为 *
fS 与 *

uS 时，企业收益可以达到最大值。故在可见情形下的带负顾客的 Geo/Geo/1
排队系统中，企业的最优服务定价决策 ( )* *,f uS S 为： 

( ) ( )
* *, ,

2 1f u
RS S Cµη
µη

  =  −  
。 
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4. 不可见情形 

在不可见情形下，正顾客到达系统时，不知道系统中正顾客的数量 n，但必须抉择是否进队。假设

正顾客选择进队的概率为 q，因此，正顾客的有效到达率为 qλ = Λ 。下面先对系统的状态进行分析。 

4.1. 系统稳态分析 

在不可见情形下，带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统的状态转移图如图 2： 
 

 

Figure 2. State transition diagram of Geo/Geo/1 queuing system with negative customers 
图 2. 带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统的状态转移图 
 

因此，有以下一步转移概率： 

0,0p λ= ， 

1,0p λη ληµ= + ， 

0,1p λ= ， 

1,1p ληµ λη λµη= + + ， 

2,1p λη ληµ= + ， 

1, , 2k kp kλµη− = ≥ ， 

, , 2k kp kληµ λη λµη= + + ≥ ， 

1, , 2k kp kλη ληµ+ = + ≥ 。 

得到一步转移概率后，根据 Kolmogorov 方程有： 

0 0,0 0 1,0 1

1 0,1 0 1,1 1 2,1 2

1, 1 , 1, 1

,
,

, 2,k k k k k k k k k k

p p
p p p
p p p k

π π π

π π π π

π π π π− − + +

 = +


= + +
 = + + ≥

 

即： 

( )0 0 1π λπ λη ληµ π= + + ，                             (11) 

( ) ( )1 0 1 2π λπ ληµ λη λµη π λη ληµ π= + + + + + ，                   (12) 

( ) ( )1 1 2k k k k kπ λµηπ ληµ λη λµη π λη ληµ π− += + + + + + ≥, 。              (13) 

在不可见情形下，求系统的稳态指标需要从平稳概率出发，再根据平稳概率得到系统的平均队长以

及平均逗留时间等各项指标。下面通过两个引理分别求出系统的平稳概率、平均队长和顾客的平均逗留

时间。 
引理 1 在带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，当正顾客的有效到达率为 λ 时，系统的稳态分布

{ }, 0,1,2,k kπ ∈  可表示为： 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.132060


周新年 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.132060 618 应用数学进展 
 

( )( )
( )( )

1

, 0,
1

, 1.
1

kk

k

k

k

λ µη
µη

π λ λ µη λµη

µη λη ληµ

−

 −
= −

=  − ≥
 − +

 

证明：定义母函数[7] ( ) 1

1
, 1k

k
k

z z zϕ π
∞

−

=

= ≤∑ 。公式(13)两边同乘 kz 并对 2k ≥ 进行求和，得到： 

( ) ( )1 1
2 2 2

1 0k k k
k k k

k k k
z z zλµη π ληµ λη λµη π λη ληµ π

∞ ∞ ∞

− +
= = =

+ + + − + + =∑ ∑ ∑ ， 

即： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 2

1

1

z z z

z z

λµη ληµ λη λµη λη ληµ ϕ

ληµ λη λµη λη ληµ π λη ληµ π

 + + + − + + 
 = + + − + + + +  .

                 (14) 

结合公式(11)和公式(12)，公式(14)可以改写为： 

( ) ( ) ( ) ( )2
01 1z z z zλµη ληµ λη λµη λη ληµ ϕ λ π + + + − + + = −  ， 

将上式进行化简，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) 01 1z z z zλµη λη ληµ ϕ λ π − − + = −  ， 

于是，得到： 

( ) ( ) 0z
z

λϕ π
λµη λη ληµ

−
=

− + ，                             (15) 

进而有： 

( ) ( ) 0 01 λ λϕ π π
λµη λ η ηµ λ µη

−
= =

− + −
。 

因为 ( )0 1 1π ϕ+ = ，从而解得： 

0 1
λ µηπ

µη
−

=
−

，                                    (16) 

( )
( )

( )( )1
z

z

λ λ µη
ϕ

µη λη ληµ λµη

−
=

− + −
，                          (17) 

再由公式(11)可得： 

( )
( )( )1 1

λ λ µη
π

µη λη ληµ

−
=

− +
。                              (18) 

易证： 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) 1

!
, 0

1

k
k

k

k
z k

z

λ λ µη λµη
ϕ

µη λη ληµ λµη
+

−
= ≥

− + −
，                     (19) 
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( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

11 0
, 1

1 ! 1

kk

k k k
k

λ λ µη λµηϕ
π

µη λη ληµ

−− −
= = ≥

− − +
，                     (20) 

根据公式(20)容易验证： 

( )
( )( )1 1

λ λ µη
π

µη λη ληµ

−
=

− +
， 

与公式(18)结果一致。 
引理 2 在带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，当系统处于稳态时，顾客的平均逗留时间记为 ( )E W ，

其表达式如下： 

( )E W λ
λ µη

=
−

。 

证明：系统队长的概率母函数为： 

( ) ( )
( )( )

( )( )0 1

z z
z z z

z

λ µη λη ληµ λµη λ
φ π ϕ

µη λη ληµ λµη

− + − +
= + =

− + −
，                  (21) 

因此，可以得出系统的平均队长 ( )E N 的表达式： 

( ) ( )1E N λλφ
λ µη

′= =
−

，                               (22) 

再由 Little 公式[20]，可进一步得到顾客的平均逗留时间 ( )E W 的表达式： 

( ) ( )E N
E W λ

λ λ µη
= =

−
。                              (23) 

由公式(22)与公式(23)可知，当 0η = 时，此时系统将变成无负顾客到达的离散时间 Geo/Geo/1 排队

系统，其对应的系统稳态指标如下： 

( ) ( )1
E N

λ λ
µ λ
−

=
−

， 

( ) 1E W λ
µ λ
−

=
−

， 

上述结果与文献[19]一致，说明本文所研究的带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统是文献[19]的一种推广

形式。 

4.2. 服务费用固定 

这一节将探讨在服务费用固定的情况下，顾客的均衡策略和企业的最优服务定价问题。在不可见情

形下带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，正顾客进入系统后，服务费用固定，用 fS 表示。 efq 表示在服

务费用固定的情况下，正顾客选择进入队伍的均衡概率，因此，均衡到达率 ef efqλ = Λ 。标记顾客进入系

统后的期望净收益用 fEB 表示，企业单位时间内的期望收益用 fFB 表示，则有： 

( )1f f fEB PR S CE W λ = − −  ，                          (24) 

f f fFB Sλ= ，                                   (25) 
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其中 ( )fE W λ  表示在服务费用固定的情况下，正顾客在系统中所需的平均逗留时间，且 ( )fE W λ  是

有效到达率 fλ 的函数。 
定理 1 在不可见情形下的带负顾客的Geo/Geo/1 排队系统中，当服务费用固定时，顾客的均衡策略 efq

为： 

( ) ( )
( )( )

0

0 1

1

0, ,

1 1
, ,

1

1, ,

f
ef

f

R

R S C
q R

R S C

R

σ

µη µη µη
σ σ

µη µη

σ

 ≤


 − − − −  = < <
 Λ − + −  


≥

 

其中
( )

0

1fC S µη
σ

µη
+ −

= ，
( ) ( ) ( )

( )1

1 1 1
1

fC Sµη µη
σ

µη µη

 − − Λ + − Λ − =
− Λ −

。 

证明：由公式(24)可知： 

情况(1)：当 ( )1 0 0fPR S CE W− − ≤   时，即
( )1fC S

R
µη

µη
+ −

≤ 时，此时正顾客的有效到达率为 0， 

即当其余所有正顾客都不进入系统的情况下，标记顾客选择进入系统后的收益 0fEB ≤ 。故均衡策略为止

步，即 0efq = 。 
情况(2)：当 ( )1 0fPR S CE W− − Λ ≥   时，此时正顾客的有效到达率为Λ，即当其余所有正顾客都进 

入系统的情况下，标记顾客选择进入系统后的收益 0fEB ≥ 。故当
( ) ( ) ( )

( )
1 1 1

1

µη µη

µη µη

 − −Λ + −Λ − ≥
−Λ −

fC S
R  

时，正顾客的均衡策略为进入队伍，即 1efq = 。 

情况(3)：当
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 11

1
ff C SC S

R
µη µηµη

µη µη µη

 − − Λ + − Λ −+ −  < <
− Λ −

时，易验证 0fEB = 在 ( )0,1 中 

有唯一的根。因此，存在唯一的均衡策略 efq 满足 0fEB = ，从而得到： 

( ) ( )
( )( )

1 1

1
f

ef
f

R S C

R S C

µη µη µη
λ

µη µη

 − − − − =
− + −

，                        (26) 

( ) ( )
( )( )

1 1

1
f

ef
f

R S C
q

R S C

µη µη µη

µη µη

 − − − − =
 Λ − + − 

。                        (27) 

定理 2 在不可见情形下的带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，当服务费用固定时，企业的最优服务

定价决策 *
fS 为： 

( ) ( )*
1 1

1f

R C C R C
S

µη µη µη µη µη

µη

− − − − −  =
−

。 

证明：将公式(26)代入到公式(25)，得到： 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

1 1

1

1
1 ,

1

f
f f

f

f
f

R S C
FB S

R S C

C
S

R S C

µη µη µη

µη µη

µη µη
µη

µη µη

 − − − − =
− + −

 −
 = − −

− + −  
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对 fFB 分别求关于 fS 的一阶导数和二阶导数，得到： 

( ) ( )

( )( )
2

1 1
1

1

f

f f

C R CFB
S R S C

µη µη µη µη
µη

µη µη

− − − ∂  = − −
∂  − + − 

， 

( ) ( )

( )( )

22

2 3

2 1 1

1

f

f f

C R CFB
S R S C

µη µη µη µη

µη µη

− − − ∂  = −
∂  − + − 

。 

当系统为空时，要确保顾客选择进入系统，要求 ( )1 0 0fPR S CW− − > ，即要求 

( )1 0fR S Cµη µη− − − > ，故有
2

2 0f

f

FB
S

∂
<

∂
。因此 fFB 是关于 fS 的凹函数， fFB 存在最大值。令 0f

f

FB
S

∂
=

∂
，

从而得到企业的最优服务定价决策 *
fS ： 

( ) ( )*
1 1

1f

R C C R C
S

µη µη µη µη µη

µη

− − − − −  =
−

。 

4.3. 服务费用不固定 

这一节将探讨在服务费用不固定的情况下，顾客的均衡策略和企业的最优服务定价问题。在不可见

情形下带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，正顾客进入系统后，需缴纳的费用是不固定的，且与平均逗

留时间成正比，令 uS 表示单位时间内的服务费用。 euq 表示在服务费用不固定的情况下，正顾客选择进

入队伍的均衡概率，因此，均衡到达率 eu euqλ = Λ 。标记顾客进入系统后的期望净收益用 uEB 表示，企业

的期望净收益用 uFB 表示，则有： 

( ) ( )1u u uEB PR S C E W λ = − +   ，                        (28) 

( )u u u uFB S E Wλ λ =  ，                            (29) 

其中 ( )uE W λ  表示在服务费用不固定的情况下，正顾客在系统中所需的平均逗留时间，且 ( )uE W λ  是

有效到达率 uλ 的函数。 
定理 3 在不可见情形下的带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，当服务费用不固定时，顾客的均衡策

略 euq 为： 

( )( )
( )( )

( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

0, ,

1 1 1
, ,

11

1 1
1, .

1

u

u uu
eu

u

u

S CR

R S C S CS Cq R
R S C

S C
R

µη
µη µη µη

µη µη µηµη µη

µη
µη µη

 + ≤

 − − − + − Λ −+= < < − Λ − Λ − + −  
 + − Λ − ≥
 − Λ −

 

证明：由公式(28)可知： 

情况(1)：当 ( ) ( )1 0 0uPR S C E W− + ≤   时，即 uS CR
µη
+

≤ 时，此时有效到达率为 0，即当其余所有正 

顾客都不进入系统的情况下，标记顾客选择进入系统后的收益 0uEB ≤ 。故均衡策略为止步，即 0euq = 。 

情况(2)：当 ( ) ( )1 0uPR S C E W− + Λ ≥   时，即
( )( )( )

( )
1 1

1
uS C

R
µη

µη µη
+ − Λ −

≥
− Λ −

时，此时有效到达率为Λ， 
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即当其余所有正顾客都进入系统的情况下，标记顾客选择进入系统后的收益 0uEB ≥ 。故均衡策略为进入

队伍，即 1euq = 。 

情况(3)：当
( )( )( )

( )
1 1

1
uu S CS C R

µη
µη µη µη

+ − Λ −+
< <

− Λ −
时，易验证 0uEB = 在 ( )0,1 中有唯一的根。因此，存 

在唯一的均衡策略 euq 满足 0uEB = ，从而得到： 

( )( )
( )( )

1
1

u
eu

u

R S C
R S C
µη µη

λ
µη µη
− − −

=
− + −

，                           (30) 

( )( )
( )( )

1
1
u

eu
u

R S C
q

R S C
µη µη

µη µη
− − −

=
 Λ − + − 

。                          (31) 

定理 4 在不可见情形下的带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中，当服务费用不固定时，企业的最优服

务定价决策 *
uS 为： 

( ) ( )
*

1 1
u

C RS C
C R C

µη

µη µη µη µη
= −

− + − −  
。 

证明：将公式(30)代入到公式(29)，得到： 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( )

( )( )

1
1 1

1
1

1 ,
1

u
u u

u u

u
u

u u

u
u u

R S C RFB S
R S C S C

S C R S
R S C S C

R S
S C R S C

µη µη µη
µη µη µη

µη µη
µη µη

µηµη
µη µη

− − −
=

− + − − +

 +
= − 

− + − +  
 

= − 
+ − + −  

 

对 uFB 分别求关于 uS 的一阶导数和二阶导数，得到： 

( )
( )

( )( )2 2

1

1
u

u u u

R CFB CR
S S C R S C

µη µη µη
µη

µη µη

 − − ∂   = − 
∂ +  − + −   

， 

( )
( ) ( )

( )( )

2

2 3 3

1 1
2

1
u

u u u

R CFB CR
S S C R S C

µη µη µη µη
µη

µη µη

 − − − ∂   = − + 
∂ +  − + −   

。 

当系统为空时，要确保顾客选择进入系统，要求 ( ) ( )1 0 0uPR S C W− + > ，即要求 ( ) 0uR S Cµη − + > ， 

故有
2

2 0u

u

FB
S

∂
<

∂
。因此 uFB 是关于 uS 的凹函数， uFB 存在最大值。令 0u

u

FB
S

∂
=

∂
，从而得到企业的最优服 

务定价决策 *
uS ： 

( ) ( )
*

1 1
u

C RS C
C R C

µη

µη µη µη µη
= −

− + − −  
。 

4.4. 数值模拟 

假定 10R = ， 2.1C = ，下面分别分析不可见情形下带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中Λ、η、 µ 对

顾客均衡混合策略的影响。 
首先分析正顾客的到达率Λ对均衡混合策略 efq 和 euq 的影响。假定 0.1η = ， 0.6µ = ，如图 3 所示，
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efq 和 euq 的曲线相重合且是到达率Λ的递减函数，即均衡混合策略随着Λ的增大而减小。曲线相互重合

表明，无论服务费用固定与否，顾客的均衡混合策略是一致的，这与文献[21]连续时间排队系统的研究结

果相一致。此外，当单位时间内到达的正顾客越多，系统越拥挤，顾客的平均逗留时间越长。对应地，

此时顾客选择进入系统后其期望净收益越小，因此顾客的均衡混合策略也随之变小。 
 

 

Figure 3. The variation curve of efq  and euq  with Λ  in an invisible queuing system 

图 3. 不可见排队系统中 efq 和 euq 随 Λ的变化曲线 
 

接着分析负顾客的到达率η对均衡混合策略 efq 和 euq 的影响。假定 0.5Λ = ， 0.6µ = ，如图 4 所示，

efq 和 euq 的曲线相重合且顾客的均衡混合策略随着η的增大，先增大而后减小。显然，当单位时间内到

达的负顾客增多，抵消的正顾客也开始增多，能够缓解系统拥挤，此时对于顾客的平均逗留时间也会减

小。对应地，顾客选择进入系统后其期望净收益会变大，故均衡混合策略也随之变大。但当η增大到一

定程度时，如当η的值超过Λ时，此时正顾客选择进入系统后被负顾客抵消的概率也非常大，得不到收

益，因此顾客的均衡混合策略会变小。 
 

 

Figure 4. The variation curve of efq  and euq  with η  in an invisible queuing system 

图 4. 不可见排队系统中 efq 和 euq 随η 的变化曲线 
 

最后分析系统的服务率 µ 对均衡混合策略 efq 和 euq 的影响。假定 0.5Λ = ， 0.1η = ，如图 5 所示， efq
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和 euq 的曲线相重合。当 µ < Λ时，顾客的均衡进入概率为 0；当 µ > Λ 时，顾客的均衡进入概率随着 µ 的

增大而增大，直到均衡进入概率为 1。从图中显然可知，当单位时间内服务的顾客数增多，越能够缓解

系统拥挤，此时对于顾客的平均逗留时间也会减小。对应地，顾客选择进入系统后其期望净收益会变大，

因此顾客的均衡混合策略也随之变大。即服务率越高，顾客更愿意选择进入系统。 
 

 

Figure 5. The variation curve of efq  and euq  with µ  in an invisible queuing system 

图 5. 不可见排队系统中 efq 和 euq 随 µ 的变化曲线 
 

同样假定 10R = ， 2.1C = ，下面分别分析不可见情形下带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统中Λ、η、µ
对企业收益的影响。首先分析正顾客的到达率Λ对企业收益 fFB 和 uFB 的影响。假定 0.1η = ， 0.6µ = ，

从图 6 中能够看出，两种价格机制下，随着正顾客的到达率Λ不断增大，企业收益 fFB 和 uFB 仍保持不

变，这说明正顾客的到达率Λ并不会影响企业的最优期望收益。因为当正顾客的到达率发生变化时，企

业通过对服务费用进行调整，来改变正顾客的均衡进入概率，从而使得企业的最优期望收益保持不变。

此外，从图中也能够发现，服务费用不固定给企业带来的收益要高于服务费用固定带来的收益。这意味

着在两种价格机制下，企业更倾向于选择服务费用不固定的定价方式。 
 

 

Figure 6. The variation curve of fFB  and uFB  with Λ  in an invisible queuing system 

图 6. 不可见排队系统中 fFB 和 uFB 随 Λ的变化曲线 
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接着分析负顾客的到达率η对企业收益 fFB 和 uFB 的影响。假定 0.5Λ = ， 0.6µ = ，如图 7 所示， fFB
和 uFB 的曲线在η相对较小时相重合，且企业收益随着η的增大，先增大而后减小。显然，当单位时间

内到达的负顾客增多，抵消的正顾客也开始增多，能够缓解系统拥挤，顾客的均衡混合策略也随之变大，

顾客更愿意进入系统，因此企业的收益也会随之增加。但当η增大到一定程度时，正顾客选择进入系统

后被负顾客抵消的概率也非常大，得不到收益，顾客不愿意进入系统，因此企业的收益也会随之减小。

曲线一开始重合说明当η相对较小时，两种价格机制对企业收益的影响是一致的，但当η增大到一定程

度时，服务费用不固定给企业带来的收益要高于服务费用固定带来的收益。 
 

 

Figure 7. The variation curve of fFB  and uFB  with η  in an invisible queuing system 

图 7. 不可见排队系统中 fFB 和 uFB 随η 的变化曲线 
 

最后分析系统的服务率 µ 对企业收益 fFB 和 uFB 的影响。假定 0.5Λ = ， 0.1η = ，如图 8 所示，企业

收益是服务率 µ 的递增函数，即企业收益随着 µ 的增大而增大。从图中显然可知，当服务率越高，顾客

更愿意选择进入系统，因此企业的收益也会随之增加。此外，从图中也能够发现，服务费用不固定给企

业带来的收益同样高于服务费用固定带来的收益。 
 

 

Figure 8. The variation curve of fFB  and uFB  with µ  in an invisible queuing system 

图 8. 不可见排队系统中 fFB 和 uFB 随 µ 的变化曲线 
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5. 结论 

本文研究的模型是带负顾客的 Geo/Geo/1 排队系统，基于两种价格机制分别对顾客的均衡策略与企

业的服务定价做出分析。在可见情形下，通过推导出顾客的平均逗留时间，从而得到顾客的均衡止步策

略，并在此基础上利用斯塔克博格博弈模型求得企业的最优服务定价。不可见情形下，通过马尔科夫链

与母函数求得稳态下系统的各项指标，最终求得顾客的均衡混合策略与企业的最优服务定价。最后通过

数值研究发现，在两种价格机制下，顾客的均衡混合策略是一致的，但企业更倾向于选择服务费用不固

定的定价方式。 
该研究在理论上将带负顾客的排队策略研究推广到离散时间排队系统当中，并在此基础上考虑了两

种价格机制。在实际应用上，能够帮助企业管理者根据不同的价格机制进行最优的服务定价，以使企业

能够获得最大的收益，也能够帮助顾客对于是否进入系统做出更理性的决策。未来还可以将带负顾客的

Geo/Geo/1 排队系统和具有互补性服务的情况相结合，研究系统中顾客的均衡策略和企业的最优服务定价

问题。此外，还可以扩展到其他的带负顾客的离散时间排队系统，如带负顾客与多重休假的 Geo/Geo/1
排队系统、带负顾客与优先权的 Geo/Geo/1 排队系统等。 
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