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摘  要 

本文研究了三维环面上粘性依赖密度的量子磁流体系统，通过引入冷压处理对流项，运用

Fadeo-Galerkin方法和紧性定理等证明了该系统弱解的全局存在性。 
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Abstract 
This paper investigates a density dependent quantum magneto fluid system on a three-dimensional 
torus, and proves the global existence of weak solutions of the system by introducing cold pressure 
convection terms and using Fadeo-Galerkin method and compactness theorem. 
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1. 引言 

本文主要研究如下的三维粘性量子磁流体系统： 

( )t div uρ ρ µ ρ+ = ∆  3x∈                                  (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2tu div u u P B B u
ρ

ρ ρ ρ ρ µ ρ
ρ

 ∆
+ ⊗ +∇ − ∇ = ∇× × + ∆  

 

                (2) 

( ) ( )tB u B Bν−∇× × = −∇× ∇×                                 (3) 

0divB =                                          (4) 

初始条件： 

( ) ( )( ) ( )0 0 0,0 ,0, , ,0x u x m B x Bρ ρ ρ= = =                             (5) 

相容性条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

03 2 3 1 3 2 3 2 3
0 0 0

0 0

1, , , ,
m

L L L L B Lγρ ρ
ρ ρ

∈ ∈ ∈ ∇ ∈ ∈                   (6) 

其中， 3 是一个三维环面，未知函数 ( ) ( )1 2 3, , , ,x t u u u uρ ρ= = 和 ( )1 2 3, ,B B B B= 分别表示流体粒子的质量 

密度，速度和磁场；是普朗克常数；
ρ
ρ

∆
称为量子玻姆势；且物理参量 , 0µ ν > ，压力 ( )ρP 是两个分 

量组成的密度函数，假设 ( ) ( ) ( )1 2 P P Pρ ρ ρ= + ，其中等熵流 

( ) ( )2
1 0, 1P a aγρ ρ γ= ≠ >                                   (7) 

是由玻义耳定律给出的经典压力分量： 

( ) ( ) ( )
2

2 2
3 0

2 1
aP ρ

γ ρ
−

= >
−


                                  (8) 

是冷压分量且是一连续的奇异函数，其中冷压的负性可以看作数学假设也可以看做为了保持稳定性而人

为假设的。该类模型可以用于描述超流体[1]，量子半导体[2]，弱相互作用的玻色气体[3]和 Bohmian 力学

的量子轨迹[4]等。 
若 0B µ= = 且动量方程(2)不含冷压项，方程组(1)~(4)称为量子流体力学(简称 QHD)模型。现在关于

QHD 模型的研究相对成熟。Antonelli Paolo [5]研究了 QHD 模型有限能量弱解的存在性，王光武和郭柏

灵[6] [7]建立了该模型强解的全局存在性和爆破，Zhang [8]等研究了在任意维空间中等熵可压缩 QHD 模

型局部光滑解的初始密度具有紧支集时，其局部光滑解将在有限时间内爆破。 

若 0B µ= = 且动量方程(2)不含冷压项，考虑动量方程(2)添加
2

u udivµ ρ
 ∇ +∇
 
 



或 

( ) ( )( )
2

u udiv h g divuµ ρ λ ρ
 ∇ +∇

+ ∇ 
 



，方程组(1)~(4)称为量子 Navier-Stokes 方程(简称量子 NS 方程)。 
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Jüngel [9]首先证明了当普朗克常数(  )大于粘性常数( µ )时，可压缩量子 NS 方程弱解的全局存在性。之

后，Dong [10]和 Jiang [11]分别证明了 µ= , µ< 时，可压缩量子 NS 方程弱解的全局存在性。上述弱

解的存在性在 3n = 时，需要绝热指数 3γ > 。进一步，文献[12] [13] [14]通过添加额外的冷压力或阻尼项

证明了量子 NS 方程弱解的全局存在性。董建伟和琚强昌[15]证明了当 , 1µ γ> > 时，可压缩量子 NS 方 

程光滑解在有限时刻爆破。Yang [16]等通过引入不同的冷压 ( ) ( )
2

2 2
3

2 1
aP ρ

γ ρ
−

=
−


，证明了在标准定义的意 

义下三维正压可压缩量子 NS 方程弱解的全局存在性。 
Antonelli Paolo [17]等证明了具有非平凡远场行为的量子 NS 方程有限能量弱解的全局存在性。唐童

和牛聪[18]通过构造含有冷压力与阻尼项的逼近系统证明了非单调压力情形下量子NS方程弱解的全局存

在性。 
关于量子磁流体方程的研究近几年有显著进展。2014 年，Yang [19]等利用 Fadeo-Galerkin 方法和紧

性定理证明了三维粘性量子磁流体方程弱解的全局存在性。2017 年，Li [20]等证明了三维环面量子磁流

体方程弱解的全局存在性及大时间行为。2019 年，王光武和郭柏灵[21]将量子磁流体模型与 Eicksen-Leslie
模型耦合，证明了二维粘性量子磁流体–液晶方程有限能量弱解的全局存在性和光滑解的爆破。同时，

王朋杰[22]研究了此模型经典解及其衰减。2020 年，杨莹和周妤[23]等利用拓扑度理论和抛物正则化方法

证明了量子磁流体方程周期解的存在性。 
本文受文献[16]的启发，利用 Fadeo-Galerkin 方法和消失粘性的方法证明了粘性量子磁流体方程组

(1)~(4)弱解的全局存在性。值得指出的是，本文中我们将文献[19]定理 1.1 中的绝热指数 3γ > 扩大到

1γ > 。 

2. 预备知识及主要定理 

本节先给出一些符号说明。 ( ), 3m pW  和 ( )3sH  是 Sobolev 空间， [ ] ( )( )30, ;p qL T L  是带有时间的

Sobolev 空间，其中的元素关于时间变量 p 次可积，关于空间变量 q 次可积。然后给出了粘性量子磁流体

模型弱解的定义及其主要定理。 
引理 1 (Aubin-Lions 引理) [24]假设 Banach 空间 , ,X Y Z 满足 X Y Z⊂ ⊂ 并且 X Y⊂⊂ ，则有 

[ ]( ) [ ]( ){ } [ ]( )
[ ]( ) [ ]( ){ } [ ]( )

10, ; : 0, ; 0, ; , 1

0, ; : 0, ; 0, ; , 1

q q
t

t
r

T X T Z L T Y q

T X T Z C T Y r

L L

L L

ϕ ϕ

ϕ ϕ∞

∈ ∞∩ ∂ ⊂⊂ ∀ ≤ ≤

∩ ∂ ⊂⊂ ∀ ≤∈ ≤ ∞
 

引理 2 (Gagliardo-Nirenberg 不等式) [25]假设m∈和1 , ,p q r≤ ≤ +∞ ，那么存在常数 0C > ，使得对

( ) ( ),m p qu W L∀ ∈ Ω ∩ Ω 有 

( ) ( ) ( ),
1

m p qr W LL
D u uu C θ θβ −

Ω ΩΩ
≤  

其中， 0 1,m
m
β

β θ≤ ≤ − = 满足 

1 1 1
3 3

m
r p q

β θθ
  −

= + − − 
 

 

特别地， 0
3 , ,1m
p m

β
β θ

 
− − ∈ ∈/  

 
 上述不等式也成立。 

定义 1 设 0ρ ≥ ，称 ( ), ,u Bρ 是方程组(1)~(4)的弱解，如果满足下列条件 
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• 

[ ] ( )( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

3

2 3 2 2 3

1 3 2 2 3

2 3 2 2 3

2 3 2 1 3

0, ;

0, ; , 0, ;

0, ; 0, ;

1 10, ; , 0, ;

0, ; 0, ;

L T L

u L T L u L T L

L T H L T H

L T L L T L

B L T L L T H

γρ

ρ ρ

ρ

ρ ρ

∞

∞

∞

∞

∞

∈

∈ ∇ ∈

∈ ∩

 
∈ ∇ ∈ 

 

∈ ∩



 

 

 

 

 

• ( ), ,u Bρ 在分布意义 ( )( )30,T′ × 下满足连续方程 

( )
( ) ( )0,0

t div u

x x

ρ ρ ρ µ ρ

ρ ρ

 + = ∆


=
                                (9) 

对任意试验函数 [ ]( )3
0 0,C Tφ ∞∈ × 且 ( ), 0Tφ ⋅ = 有 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

3 3 3 3

3 3

3

0 0 0 0 0

1 20 0
2

0

,0 d d d : d d : d d

d d d d

2 : d d 0
2

T T T
t

T T

T

u x u x t u u x t u x t

P P div x t B B x t

div x t

ρ φ ρ φ ρ φ µ ρ φ

ρ ρ φ φ

ρ ρ φ ρ ρ φ

⋅ + + ⊗ ∇ − ∇ ∇

+ + + ∇× × ⋅

+ ∇ ⋅∇ + ∇ ⊗∇ ∇ =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫


   

 



 

( ) ( )3 3 30 0 0
,0 d d d : d d 0

T T
tx u BB x t B x tBφ φ φ ν φ⋅ + ⋅ + ∇× × ⋅ − ∇ ∇ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

注 1：为便于定义 1 的计算，量子项可以写成 

( )

( )

1, , ,

1, ,

, 2 ,div

ρ
ρ φ ρ ρ φ ρ ρ φ

ρ ρ

ρ ρ φ ρ ρ φ
ρ

ρ ρ φ ρ ρ φ

 ∆
∇ = ∇ ∆ − ∇ ∆  
 

= ∇ ∆ − ∇ ∆

= − ∆ − ∇ ∆

 

                       

( )
( ) ( )

2

2

2

, ,

2 , 2 ,

, ,

2 , ,

, 2 ,

div div

div

div div

div

ρ ρ φ ρ φ

ρ ρ φ ρ ρ φ

ρ ρ φ ρ φ

ρ ρ φ ρ φ

ρ ρ φ ρ ρ φ

= − ∇ ∇ + ∇

− ∇ ⊗∇ + ∇ ⋅∇ ∇

= ∇ ∇ + ∇

+ ∇ ⊗∇ ∇ + ∇ ∇

= ∇ ∇ + ∇ ⊗∇ ∇

 

定理 1 对任意 0, 1T γ> > 。假设初始值 ( )0 0 0, ,u Bρ 满足条件(6)，则方程组(1)~(4)在区域 [ ] 30,T × 上

存在全局弱解 ( ), ,u Bρ 。 
接下来，我们构造逼近系统。受到文献[21]的启发，运用 Banach 不动点定理得到方程组(10)~(13)近

似解的存在性，在近似解一致先验估计的基础上，证明了近似解的极限就是方程组(1)~(4)的弱解，进而

证明了定理 1。 
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3. Fadeo-Galerkin 近似 

首先，由于方程组(1)~(4)缺乏紧性，所以我们在动量方程(2)的右边添加正则性项 u uδ δ∆ − 。即 

( )t div uρ ρ µ ρ+ = ∆                                  (10) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1 2 2tu div u u P P B B u u u
ρ

ρ ρ ρ ρ ρ µ ρ δ δ
ρ

 ∆
+ ⊗ +∇ + − ∇ = ∇× × + ∆ + ∆ −  

 

    (11) 

( ) ( )tB u B Bν−∇× × = −∇× ∇×                             (12) 

0divB =                                       (13) 

其中，δ 是一个很小的参数，初值 0 0, mρ 按照文献[26]方法正则化 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 2 3
0, 0, 00 00

, ,t tt
C u m C B B Lδ δρ ρ ρ

= ==
= ∈ = ∈ = ∈               (14) 

初值 0,δρ 是 ( )3 3C  的光滑函数，且满足 1
0, 0δδ ρ δ− ≥ ≥ > ， 0,δρ 在 ( )3Lγ  中强收敛于 0ρ ， 0,m δ 在 ( )1 3L 

中收敛于 0m 。 
接下来，我们利用 Fadeo-Galerkin 方法构造方程组(10)~(13)的近似解。 

设 0T > ，定义有限维空间 { } 1
ω

=


n
n j j

X span ， jω 是 ( )1 3  的标准正交基，方程组(10)~(13)的近似 

解定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
n n

n sn s n sn s
s s

u x t t x B x t t xα ω β ω
= =

= =∑ ∑  

未知函数 ( ) ( ) ( ), , 1,2, , ; 1,2,sn snt t t s n nα β +∈ = =   是连续函数，且 ( ),nu x t 在 [ ]( )0 0, ; nC T X 中的范

数可以表示为 

[ ]( ) [ ]
( )0 0, ; 0, 1

max
nn snC T X t

n

sT
u tα

∈ =

= ∑  

因此，对任意 k N∈ ， nu 在 [ ] ( )( )0 30, ; kC T C  中有界，并且存在常数 ( ) 0C k > ，有 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )0 3 0 2 30, ; 0, ;
≤kn nC T C C T Lu C u                             (15) 

近似系统定义如下：设 [ ] ( )( )1 3 30, ;C T Cρ ∈  是 

( )
( ) ( )0,,0

t div u

x xδ

ρ ρ ρ µ ρ

ρ ρ

 + = ∆


=
                               (16) 

的经典解。由 ( )1
0, 0xδδ ρ δ− ≥ ≥ > 和不等式(15)以及 ( ), 0x tρ > ，根据最大值原理[26]可知，对任意

( ) [ ] 3, 0,x t T∈ ×  

( ) ( ) ( )3 3
1

0 0
0 exp ,d d exp d d

t t

L Ldivu x s divux t x sδ ρ δ∞ ∞
− < − ≤ ≤ − 


  
 ∫ ∫   

设 ( )1S u ρ= ，算子 [ ]( ) [ ] ( )( )0 0 3 3
1 : 0, ; 0, ;nS C T X C T C→  且 ( )1S u 满足 Lipshitz 连续条件： 

( ) ( ) [ ] ( )( ) ( ) [ ] ( )( )0 2 30 31 1 1 2 1 2 0, ;0, ;
,k C T LC T C

S u S u C n k u u− ≤ − 
                   (17) 

接下来我们在 nX 中求解方程组(11)~(13)。对于任意给定的 [ ]( )0, ;n nu C T X∈ ，试验函数 nXφ ∈ 有

( )n nS u ρ= ，存在近似解 ( ) [ ]( ), 0, ;n n nu B C T X∈ 满足积分方程组 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

3

3

1 2

2

d

2 :
2

: : d

n n n n n n n n nt

n n n n n n

n n n n

u u u u P P div x

div B B

u u u x

ρ φ ρ φ µ ρ φ ρ ρ φ

ρ ρ φ ρ ρ φ φ

µ ρ φ δ φ φ

⋅ + ⋅∇ + ∆ − +

= ∇ ⋅∇ + ∇ ⊗∇ ∇ + ∇× × ⋅

− ∇ ∇ − ∇ ∇ + ⋅

∫

∫





              (18) 

( ) ( ) ( )3 3d dn n n nt
B u B x B xφ φ ν φ⋅ −∇× × ⋅ = −∇× ∇× ⋅∫ ∫ 

                   (19) 

初始条件： 

( ) ( )00 ,sn sBβ ω=                                    (20) 

首先，令试验函数 ( )1,2, ,j j nφ ω= =  我们将磁方程(19)改写成初始条件为(20)的非线性常微分方程，

根据常微分方程解的存在性定理可知，对任意给定的 [ ]( )0, ;n nu C T X∈ ，磁方程(19)存在由 nu 决定的唯一

解 [ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 3 2 1 30, ; 0, ;nB L T L L T H∞∈ ∩  ，其中T T′ ≤ 。 
其次，动量方程(18)等价于 

( ) ( ) ( )3 3: : d dn n n n n n n n n n nt
u u u u u u u x G xρ φ ρ φ µ ρ φ µ ρ φ δ φ φ φ⋅ + ⋅∇ + ∆ + ∇ ∇ + ∇ ∇ + ⋅ =∫ ∫ 

    (21) 

其中 

( ) ( )( ) ( )
2

1 22
n

n n n n n
n

G P P B B
ρ

ρ ρ ρ
ρ

 ∆
= ∇ +∇ + + ∇× ×  

 

                 (22) 

由 ,n nBρ 有界，得 [ ] ( )( )1 30, ;L T LG C∞ ′ ≤ 。 

设 ( ) ( ) ( )
1

,
n

n j j
j

u x t t xα ω
=

=∑ ，其中 ( )j tα 为未知函数， ( )j xω 为试验函数，利用 Galerkin 方法，方程(21)

写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )M t t A t t B tα α′ = +  

其中，未知函数 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , n
nt t t tα α α α= ∈ 


， ( ),i j n n

M M
×

= 和 ( ), ×
= i j n n

A A 是 n n× 矩阵；向量 

( )1 2, , , n
nB B B B= ∈ 


且 

( ) ( ) ( )
3

3

3

,

,

d

: : d

d

i j n i j

i j n n i j n i j n i j i j i j

i i

M x

A u x

B G x

ρ ω ω

ρ ω ω µ ρ ωω µ ρ ω ω δ ω ω ωω

ω

= ⋅

= − ∇ ∆ + ∇ ∇ + ∇ ∇ +

= ⋅

+

∫
∫

∫







     (23) 

因为 nρ δ> ，{ }jω 线性无关，故对任意 [ ]0,t T ′∈ ， ,i jM 可逆，由 Peano 存在定理得在 [ ]0,T ′ 存在唯

一的 ( ) tα 连续。 
设映射 [ ]( ) [ ]( ): 0, ; 0, ;n n nC T X C T X′ ′Θ → 。下面我们证明映射 nΘ 有且仅有一个点使得 ( )n n nu uΘ = 。 
首先，设 I 为凸集，证明映射 :n I IΘ → 。令方程(18)的试验函数 iφ ω= 同时乘 iα ，且对 1,2, ,i n=  时

相加。 

( ) ( )

( )
3 3

21 d d d :
2 d

: d

n n n n n n n n n n n n

n n n n

t u x Gu x u u u u u
t

u u u

u u

u x

ρ ρ µ ρ µ ρ

δ

= − ⋅∇ ∆ − ∇ ∇

− ∇ ∇ +

−

⋅

∫ ∫   

对 [ ]0,T 积分，由有限维赋范线性空间中范数是等价的，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 33 3

22 2
0, 0,0

d d d
t

n n Lt u t x C n G x u xδ δρ ρ≤ +∫ ∫ ∫ 
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根据 [ ] ( )( )1 30, ;∞ ′ ≤L T LG C 有界，在常数 0M 使得 

( ) ( )2 32 30 0 0 0
1

LL
u B Mρ

δ
 
 
 

<+ 
 

当 ( )T n T ′≤ 足够小时，对于任意 ( )0,t T n∈  ，我们有 ( ) ( )2 3 0n L
u t M≤


。定义 

[ ]( )
( ) ( )2 3 0

0
: 0, ; ; supn n n L

t T n
I u C T X u M

≤ ≤
= ≤


∈

 
 


 。易得到映射 :n I IΘ → ，得证。 

然后，令 iφ ω= 为试验函数，用 iα′乘(18)式并对 1,2,3, ,i n=  相加，由有限维赋范线性空间范数是等

价性得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3

1 3 2 3 2 3 2 32 3

2

2 2 2 22

d d :

: d

, ,
2

n n n n n n n n n n n nt t t t t

n n n nt t

n n n nL L L Lt L

u x G u x u u u u u

u u u u x

u C n G u u u

u uδ ρ µ ρ µ ρ

δ

δ δ µ

+ ∆ +

+



≤ ⋅ − ∇ ∇

 
 

∇

∇ ∇ +

≤ + + ∇ +

∫ ∫ ∫  

   

 

因此，
[ ] ( )( )2 30, ;

d
d

n

L T L

u C
t ∞

≤


。根据 Aubin-Lions 引理知 nΘ 将 I 映射到 ( )( )0, ; nC T n X   的紧子集。 

最后，我们证明  nΘ 的连续性。假设当  k →∞时，在 ( )( )0, ; nC T n X   中有{ }
1=
→

nk
n nk

u u 成立。 
设 , ,k k k

n n nu Bρ 为方程组(18)~(19)的解，且 ( )k k
n n nu uΘ = 。借助 Aubin-Lions 引理知 k

nρ 在 ( )( )30,C T n ×   
中强收敛于 nρ ， , n

k
n

ku B 在 ( )( )0, ; nC T n X   中强收敛于 ,n nu B 。由方程的线性与解的唯一性推出{ }k
n nu u→ ，

且 ( )n nu u= Θ 。根据 Banach 不动点定理可知，I 中存在一点是近似方程组(10)~(13)的解，记为 ( ), ,n n nu Bρ 。

然而，方程的解与δ 有关，令 ( ), ,n n nu Bδ δ δρ 为逼近系统(10)~(13)的解。为了计算方便我们先省略上标δ ，

下标 n。同时，我们可将时间 t 延拓到 [ ]0,T 。 

4. 先验估计 

在本节，我们将推导出一系列的先验估计，即能量估计。目的是为了获得弱解的紧性。 
定理 2 对任意 0 t T< < ，假设 ( ), ,u Bρ 是方程组(10)~(13)的弱解，我们有 

( ) ( ) ( )( )3

2 22 2
1 2

2 2 2 2

d , , log
d 4

d 0

E u B H H
t

u B u u x

ρ ρ ρ ρ µρ ρ

µρ ν δ δ

′′ ′′+ + ∇ + ∇

+ ∇ + ∇ + ∇ + =

∫


                  (24) 

其中 

( ) ( ) ( )3

2 22 2
1 2

1 1, , d
2 2 2

E u B u H H B xρ ρ ρ ρ ρ
 

= + + + ∇ + 
 

∫



              (25) 

证明：首先，动量方程(11)两边同乘 u，然后进行分部积分，利用连续性方程(10)，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

3 3

3

2 22 2
1 2 1 2

2 2 2 22 2

d 1 d d
d 2 2

log | | d 0
4

u H H x H H x
t

u B B u u u x

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

µρ ρ µρ δ δ

′′ ′′+ + + ∇ + + ∇

 
+ ∇ + ∇ − ∇× × ⋅ + ∇ + = 

 

∫ ∫

∫





 



         (26) 

下面我们只考虑压力项，其余项的证明过程参考文献[19] 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

3 3 3

3 3

3 3

3 3

3

1 2

2 2
1 3

2
2 1 3

2 2
1 3

2 2 2
2 2

2

d d d

3d d
1 1

d d
1 1

d d
1 1

d 1 3d
d 1 2 1 1

t t

P u x P u x P u x

a au x u x

aa u x u x

a ax x

a a ax a
t

γ

γ

γ

γ γ

γ ρ ρ ρ ρ
γ γ

γ ρ ρ ρ ρ
γ γ
γ ρ µ ρ ρ ρ µ ρ ρ

γ γ

µρ γµρ ρ
γ γ γρ

− −

− −

− −

− −

∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅

= ∇ + ∇
− −

= − ∇ ⋅ + ∇ ⋅
− −

−
= ∆ − + ∆ −

− −

= + + +
− − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

  

 

 

 









 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

3

3 3

24

2
1 2 1 2

d

d d d
d

x

H H x H H x
t

ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

 
∇ 

 

′′ ′′= + + + ∇

∫

∫ ∫



 

 

磁方程(12)两边同乘 B，详细过程参见文献[19]，将所有的估计都代入(26)，我们就能够得到能量等式(24)。 
引理 3 根据定理 2，用 Gronwall 不等式易得出如下结论： 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 3 2 2 30, ; 0, ;L T L L T L
u u Cρ ρ

∞
+ ∇ ≤

 
                        (27) 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 3 2 1 30, ; 0, ;L T L L T HB B C∞ + ≤                             (28) 

[ ] ( )( )1 30, ;L T H∞                                   (29) 

[ ] ( )( )2 2 3
2

0, ;
log

L T L
Cρ ρ∇ ≤


                             (30) 

[ ] ( )( )2 1 30, ;L T Hu Cδ ≤
                                (31) 

[ ] ( )( )30, ;L T L Cγρ ∞ ≤                                  (32) 

[ ] ( )( )2 30, ;

1

L T L

C
ρ ∞

≤


                                 (33) 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 2 32 1 3

2

0, ;0, ;

1

L T LL T H

C
γ

ρ
ρ

 
+ ∇ ≤ 

  

                       (34) 

证明：这里我们仅给出(34)式的证明过程 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3 3

3

3

3

2 2
1 20 0

2 21 2
0

2
2 22 2 4

0

2 22 2
2

0

d d d d

d d

3 d d
1

4 3 1 d d
1

T T

T

T

T

H x t H H x t

P P
x t

aa x t

a a x t C

γ

γ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ
µγµρ ρ ρ ρ

γ

µ µρ
γ γ ρ

− −

′′ ′′ ′′∇ = + ∇

′ ′
= ∇ + ∇

= ∇ + ∇
−

 
= ∇ + ∇ ≤ −  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 











 

引理 4 假设定理 2 的条件成立，则有下列不等式成立。 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 2 3 2 1,4 3
4

0, ; 0, ;L T H L T W
Cρ ρ+ ≤

 
                          (35) 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.132075


张帆 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.132075 768 应用数学进展 
 

证明：根据
[ ] ( )( )2 2 3

2

0, ;
log

L T L
Cρ ρ∇ ≤


可知 

3 3

222 21 11log d d
4 15

x xρ ρ ρ∇ ≥ ∇∫ ∫ 
 

3 3

422 4176log d d
25

x xρ ρ ρ∇ ≥ ∇∫ ∫ 
 

证明过程见参考文献[9]附录。 
引理 5 假设定理 2 的条件成立，则有下列不等式成立。 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )
5 5 5 5

3 33 3 3 31 20, ; 0, ;L T L L T L
P P Cρ ρ   

   
      
   

+ ≤
 

                       (36) 

[ ] ( )
20 20

33 30, ;

1

L T L

C
ρ  

 
  
 

≤


                                 (37) 

证明：根据(32)，(34)，运用 Gagliadro-Nirenberg 不等式，取
3 10,
5 3

pθ = =  

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( )

[ ] ( )( )

( )

( )

3 1 3 2 3

2 3 1 3

1

2 2 2
0

0, ;

1 2

2 2
0

0, ;

d

d
p p

p p p
T

L T L H L

p
T

L T L H

C t

C t

θ θγ γ γ

θγ γ

ρ ρ ρ

ρ ρ
∞

−

−

≤

≤

∫

∫

  

 

                     (38) 

可以得到 γρ 在 [ ] ( )
5 5

33 30, ;L T L
 
  
 

 中有界。 

根据(33)，(34)，运用 Gagliadro-Nirenberg 不等式，取
3 10,
5 3

pθ = =  

[ ] ( )( ) ( ) ( )

( )

[ ] ( )( )

( )

( )

3 1 3 2 3

2 3 1 3

1

0
0, ;

1 2

0
0, ;

1 1 1 d

1 1 d

p q

p p p
T

L T L H L

p
T

L T L H

C t

C t

θ θ

θ

ρ ρ ρ

ρ ρ∞

−

−

≤

≤

∫

∫

  

 

                       (39) 

可以得到 2
1  
ρ

在 [ ] ( )
5 5

33 30, ;L T L
 
  
 

 中有界，同时还可以得到
1 
ρ

在 [ ] ( )
20 20

33 30, ;L T L
 
  
 

 中有界。 

根据(38)，(39)，可知 ( ) ( )1 2,P Pρ ρ 在 [ ] ( )
5 5

33 30, ;L T L
 
  
 

 中有界。 

引理 6 假设定理 2 的条件成立，则有下列不等式成立。 

[ ] ( )
20 20

313 130, ;L T Lu C 
 
  
 

∇ ≤                                    (39) 

[ ] ( )
20 20

39 90, ;L T Lu C 
 
  
 

≤                                    (40) 

证明：对引理 3 和不等式(37)，利用 Hölder 不等式有 
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[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )( )
20 20

313 13 2 2 320 20
33 3

0, ; 0, ;
0, ;

1
L T L L T L

L T L

u u Cρ
ρ

 
 

         
 

∇ ≤ ∇ ≤ 


                  (41) 

[ ] ( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

4
33 2 3

4 3
0, ; 0, ;

0, ;

1
L T L L T L

L T L

u u Cρ
ρ

∞ ∞
∞

 
 
  
 

≤ ≤ 


                    (42) 

根据Sobolev嵌入定理知u在 [ ] ( )
20 201, 313 130, ;L T W
 
  
 

 中一致有界，对(41)和(42)利用Gagliadro-Nirenberg

不等式，取
9 20,

13 9
qθ ′ = = 有 

[ ] ( )( ) ( ) ( )
( )

[ ] ( )
( )

( )

3 20 41, 313 33

204 1, 33 133

1

0, ; 0

1 2

0
0, ;

d

d

q q
Tq q q

L T L
W L

Tq

WL T L

u C u u t

C u u t

θ θ

θ

∞

′ ′−

′−

 
 
  
 

≤

≤

∫

∫


 



 

即证得(40)式。 
引理 7 假设定理 2 的条件成立，则有下列不等式成立。 

( )
[ ] ( )( )

2 *3
0

19 0, ; st L T H
u Cρ  

  
 

≤


                                (43) 

证明：动量方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2tu u div u u P B B u u
ρ

ρ µ ρ ρ ρ ρ δ δ
ρ

 ∆
= ∆ − ⊗ −∇ + ∇ + ∇× × + ∆ −  

 

  

根据引理 3，(40)以及 ( )2 3H  连续地嵌入 ( )3L∞   

[ ] ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )
20 20 20 20

3 319 19 9 92 3 2 30, ; 0, ;0, ; 0, ;L T L L T LL T L L T L
u u u uρ ρ ρ

∞ ∞
   
   
      
   

⊗ ≤  
 

推导出 ( )div u uρ ⊗ 在 [ ] ( )( )
20 *319 0, ; sL T H  
 

 中有界，由(29)，(30)可知
2

2
ρ

ρ
ρ

 ∆
∇  
 



在 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )* *2 1,3 3 2 30, ; 0, ; sL T W L T H      
  

⊂


  中有界。 

任意试验函数 [ ] ( )( )2 1,3 30, ;L T Wφ ∈  有 

( ) ( )

( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )

[ ] ( )( )

3 3

3

6 3 2 2 3

2 3 32 3 2 6 3

2 1,3 3

0 0

0

0, ; 0, ;

0, ;0, ; 0, ;

0, ;

d d d

2 d

2

d

d

T T

T

L T L L T L

L T LL T L L T L

L T W

u x t u x t

u u x t

u

u

C

ρ φ ρ φ

ρ ρ ρ ρ φ

ρ ρ

ρ ρ φ

φ

∞

∞


+ 



∆ ⋅ = ∇ ⋅∇

= ∇ + ∇ ∇


≤ ∇


∇ ∇

≤

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
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可知， ( )uρ∆ 在 [ ] ( )( ) [ ] ( )( )* *2 1,3 3 2 30, ; 0, ; sL T W L T H      
  

⊂


  中有界， u∆ 在 [ ] ( )( )*2 1 3 0, ;  
 

L T H  中

有界， ( )P ρ 在 [ ] ( ) [ ] ( )( )
*5 5 5 *1, 3 33 3 30, ; 0, ;

              
⊂ sL T W L T H  中有界。( ) ( ) ( )21

2
∇× × = ⋅∇ − ∇B B B B B 在

[ ] ( )( )2 1 30, ;L T L  中有界。根据以上估计及 Sobolev 嵌入定理知 ( )tuρ 在 [ ] ( )( )
20 *319 0, ;  
 

sL T H  有界，得

证。 
引理 8 假设定理 2 的条件成立，则有下列不等式成立。 

[ ] ( )
220 0

31919 0, ;

1

t L T L

C
ρ  

 
 
 

 
≤ 

  

                               (44) 

证明：连续性方程(10)两边同时除以 2ρ−  

( )2
4

3 2

2 41 1 1
t divu u

µ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ ∇   
∂ = −∇ +    −   



 

由引理 3 和(40)利用 Hölder 推导出 

[ ] ( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )

20 20
9 920 20

1 1 29 9 20, ;
0, ;

0, ;

1 1

L T
L T L

L T LL

u u C
ρ ρ

 
 
  
 

Ω
Ω Ω

   
∇ ≤ ∇ ≤   
   

 

有界。同理得到其余项在 [ ] ( )
20 20
19 1 390, ;L T L
 
  
 

 有界。 

引理 9 [19]假设定理 2 的条件成立，则有下列不等式成立。 

[ ] ( )
10 10

33 30, ;
 
 
  
 

≤L T LB C                                  (45) 

[ ] ( )( )
4 *33 0, ;
 
  
 

∂ ≤st L T HB C                                 (46) 

其中
5  
2

s > 。 

5. 敛散性 

根据在前一节先验估计的基础上，本节我们根据 Sobolev 嵌入定理，紧性理论和 Aubin-Lions 引理求

近似解 ( ), ,, , 0n n nu B nδ δ δρ δ→∞ → 的极限。首先令 0δ > ，求 n →∞时极限，然后再求 0δ → 的极限。由上

述估计，易得到下述收敛。 
定理 3 在定理 2 的假设下，当 n →∞时， 

n
δ δρ ρ→ 在 [ ] ( )( )2 1 30, ;L T H  中强收敛； 

( ) ( )1 1nP Pδ δρ ρ→ 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中强收敛； 

( ) ( )2 2nP Pδ δρ ρ→ 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中强收敛； 
1 1

n
δ δρ ρ
→ 在 [ ] ( )( )2 30, ;C T L  中强收敛； 
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n nu uδ δ δ δρ ρ→ 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  中强收敛； 

n
δ δρ ρ→ 在 [ ] ( )( )2 30, ;C T L  中强收敛； 

nu uδ δ→ 在 [ ] ( )
20 20

39 90, ;L T L
 
  
 

 中弱收敛； 

nu uδ δ∇ →∇ 在 [ ] ( )
20 20

313 130, ;L T L
 
  
 

 中弱收敛； 

nB Bδ δ→ 在 [ ] ( )( )2 1 30, ;L T H  中弱收敛； 

nB Bδ δ→ 在 [ ] ( )( )2 30, ;L T L∞  中弱*收敛； 

nB Bδ δ→ 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  中强收敛。 
证明：连续性方程(10) 除以 n

δρ  

( )
2

1
2

n

t n n n n n n

n

div u divu
δ

δ δ δ δ δ δ

δ

ρ
ρ ρ ρ µ ρ µ

ρ

∇
∂ = − + + +  

由引理 3 推导出右边第一项在 [ ] ( )( )*2 1 30, ;L T H  
 

 中有界。根据引理 3 及 (35)知其余项在 

[ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  中有界，因此可以得到
[ ] ( )( )*2 1 30, ;

t n
L T H

Cδρ  
  
 

∂ ≤


。(35)及上式运用 Aubin-Lions 引理推 

导出 n
δρ 强收敛于 δρ 。 

首先， ( )31H  到 ( )2 3L  的插入是紧的，而 ( )3pL  的基本列 nf 可选取子序列几乎处处收敛于

( )3pf L∈  ，故存在序列{ }n
δρ 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  几乎处处收敛。其次，由(36)知 ( ) ( )21 ,n nP Pδ δρ ρ 在 

[ ] ( )
5 5

33 30, ;
 
  
 

L T L  弱收敛。因此 ( ) ( )21 ,n nP Pδ δρ ρ 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  强收敛。 

引理 3 和(44)运用 Aubin-Lions 引理推导出
1

n
δρ
强收敛。 

( ) ( )2n n n n n n n n n n n nu u u u uδ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ∇ = ∇ + ∇ = ∇ + ∇                (47) 

推导出 [ ] ( )
31,2 320, ;n nu L T Wδ δρ

 
 


∈ 


 结合(43)，借助 Aubin-Lions 引理得到 n nuδ δρ 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  强 

收敛于 uδ δρ 。 

引理 3 和(47)推导出 n
δρ 在 [ ] ( )( )3 30, ;L T L∞  有界和 t n

δρ∂ 在 [ ] ( )
3

2 20, ;L T L
 

Ω  
 

有界，借助 Aubin-Lions 

引理可得到 n
δρ 在 [ ] ( )( )2 30, ;C T L  强收敛于 δρ 。 

定理 3 最后一项的证明见参考文献[19]。 
δ δ δ δρ ρ→n nu u 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  中强收敛。 

(40)和 nuδ 几乎处处收敛推导出 nuδ 在 [ ] ( )( )2 20, ;L T L Ω 强收敛，以及 n nuδ δρ 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  中强收敛

且几乎处处收敛，通过 Aubin-Simon’s 引理可知 n nuδ δρ 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  中强收敛。 
接下来，在近似系统(10)~(13)中求 n →∞的极限且 , , ,n n n n nu u B B u uδ δ δ δρ ρ= = = = 。在弱解的意义上得

到 ( )t div uδ δ δ δρ ρ µ ρ∂ + = ∆ 。然后，我们逐项考虑方程组(11)~(13)。 
根据定理 3 可知 n

δρ 在 [ ] ( )( )2 1 30, ;L T H  中强收敛，从而推断出量子项 n n
δ δρ ρ∇ ， n n

δ δρ ρ∇ ⊗∇

在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中弱收敛。 
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接下来，我们考虑非线性项。根据定理 3 知 n nuδ δρ 在 [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  强收敛， n
δρ 在 

[ ] ( )( )2 1 30, ;L T H  强收敛结合引理 3 推导出 

n n nu u u uδ δ δ δ δ δρ ρ⊗ → ⊗ 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中弱收敛； 

n nu uδ δ δ δρ ρ→ 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中弱收敛。 
定理 3 中 B 分别在 [ ] ( )( )2 1 30, ;L T H  弱收敛， [ ] ( )( )2 2 30, ;L T L  强收敛结合引理 3 推得： 

( ) ( )n nB B B Bδ δ δ δ∇× × → ∇× × 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中弱收敛； 

n nu B u Bδ δ δ δ× → × 在 [ ] ( )( )1 1 30, ;L T L  中弱收敛。 
根据上述收敛，我们得到逼近系统(10)~(13)的弱解 ( ), ,u Bδ δ δρ 。我们可以利用同样的方式，证明当

0δ → 时，存在解为 ( ), ,u Bρ 且满足初始条件(5)和相容性条件(6)的系统(1)~(4)。定理 1 得证。 

6. 总结与展望 

本文研究了三维粘性量子磁流体系统，通过引入冷压处理对流项证明了该系统全局弱解的存在性。

首先，利用 Galerkin 方法构造了逼近系统，其次通过能量不等式推导出一系列的先验估计，最后运用

Sobolev 嵌入定理，Aubin-Lions 引理等证明了近似解 ( ), ,n n nu Bδ δ δρ ， , 0n δ→∞ → 时，即原系统的弱解。 
本文的创新点在于通过引入不同的冷压处理对流项，将文献[19]定理 1.1 中的绝热指数 3γ > 扩大到

1γ > 。接下来可以考虑将冷压引入不同的粘性系统求解其弱解的存在性。 
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