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Abstract 
Based on the dynamical equations of spatial circular restricted three-body problem, the bifurca-
tion diagram of the system with the mass ratio as the bifurcation parameter is demonstrated, and 
it is found that when the masses of the two main bodies are considerable equivalent (i.e., the mass 
ratio is around 0.5), the third body’s dynamic behavior is more complicated than at other mass ra-
tios. When the mass ratio is in the interval (0.4, 0.6), we further simulate 32,000 transfer orbits 
and make a brief classification of the found orbits. 
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摘  要 

基于空间圆型限制性三体问题的动力学方程，我们首先数值模拟了系统以质量比为参数的分岔图，发现
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两个主天体的质量相当(即质量比率在0.5附近)时，第三体的动力学行为较其它质量比下更为复杂。当质

量比在区间(0.4, 0.6)时，我们进一步数值模拟了32,000条转移轨道，并将发现的轨道作了简要的分类。 
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1. 引言 

当三体系统中所研究的第三个天体的质量与其他两个天体的质量相比，其质量小到可以忽略时﹐则

称此系统为限制性三体问题。一般将此小质量的天体称为无限小质量体，或简称小天体；两个大质量的

天体称为有限质量体。因为小天体的质量很小，可不考虑它对两个有限质量体的吸引力，即它不影响两

个有限质量体的运动。于是，对两个有限质量体的运动状态的讨论，仍为二体问题，其轨道为以它们的

质量中心为焦点的圆锥曲线[1] [2] [3]。 
由于限制性三体问题还未发现有解析解，很多研究者通过数值模拟等方法给出了大量的数值结果。

例如，Broucke [4]在 1968 年美国喷气推进实验室(JPL)一份科技报告中，数值地研究了地-月质量比下限

制性三体问题的一类平面对称周期轨道，并通过数值积分得到了 1811 条周期轨道并将其划分成 10 种不

同的类别。2000 年，法国数学家 Chenciner 和美国数学家 Montgomery [5]通过变分法惊奇地发现平面上

等质量的三个质点存在 8 字型周期轨道，使得三体问题的数值解在一百年来有了新的突破。2013 年，塞

尔维亚物理学家 Šuvakov 和 Dmitrašinović [6]运用计算机模拟，先从平面等质量的圆型限制性三体问题的

一个已知特解开始，然后不断地对其初始条件进行微小的调整，最终发现了 13 族新的特解。2017 年，

上海交通大学廖世俊课题组通过超级计算机对不等质量的平面三体问题数值模拟的 1600 万条轨道进行

测试，发现了令人兴奋的 1349 条周期轨道[7] [8] [9]。 
本文主要运用 MATLAB 数值研究空间圆型限制性三体问题的分岔图，并进一步数值模拟天体质量

比率 µ 在 0.4 到 0.6 之间的转移轨道，以及质量比为 0.499 时不同的初值条件对转移轨道的影响。最后，

通过对数值模拟得到的 32,000 条轨道进行对比分析，我们将对其进行简单的分类。 

2. 限制性三体系统建模及分析 

我们首先介绍两个常用坐标系：质心惯性坐标系 OXYZ 和质心转动坐标系 oxyz 。质心惯性坐标系

OXYZ 是由一个探测器或小天体 M ，两个大天体 1M 和 2M 组成的系统，坐标系的原点O 与 1M 和 2M 的

质心重合(图 1)，其中 X Y− 平面是两个大天体的轨道平面， 1M 和 2M 围绕它们的公共质心作圆周运动，

探测器或小天体 M 只受到 1M 和 2M 的引力作用， X 轴由 1M 指向 2M ，Y 轴与之垂直并满足右手坐标系

(默认 Z 轴垂直于轨道平面 X Y− )，三个天体 M 、 1M 和 2M 的质量分别为 m、 1m 和 2m ，且 1 2m m m+ 。 
假设θ 为 1M 和 2M 的连线绕其质心转过的角度，引入系统的质量比率 µ 且 ( )2 1 2m m mµ = + ，则两

个大天体 1M 和 2M 到其公共质心的无量纲距离分别为1 µ− 和 µ ，故此三体问题中的无量纲方程组为

[10]： 
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Figure 1. Coordinate system 
图 1. 坐标系 
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3. 系统的分岔图及转移轨道的数值研究 

在初值为 [ ]0.00001,0.0002,0, 0.3,0.87,0.001− − ，步长为 1.0E−5 的条件下，通过 MATLAB2011a 对此

系统进行数值模拟，我们得到系统轨道分岔图(图 2(a)及 2(b))，由图 2(a)不难发现当系统的质量比在区间

( )0.4,0.5 时，系统的动力学行为较为复杂。 
不失一般性，当 ( )0.4,0.6µ∈ 时，我们对系统的转移轨道进行数值模拟，得到 20000 条第三体的转移

轨道。通过图形分析可以发现：当 µ 的取值在 0.4 与 0.503 之间时，转移轨道的动力学行为的变化较丰富

(图 3~图 6)，这与分岔图(图 2(b))的结果也相吻合。此时，转移轨道主要呈现为以相类似的轨线重复飞掠

两主天体(图 3)，或以螺旋轨线环绕两主天体并逐渐向深空发散(图 4)，或从初始位置出发经过简单的转

移轨道(如抛物线型、花瓣型等)到达其中一主天体附近，然后以螺旋轨线环绕此单个主天体逐渐发散(图
5)，亦或以 8 字型轨线环绕其中一主天体后转移到另一主天体附近继续以 8 字型轨线环绕(图 6)；当 µ 的

取值在 0.503 与 0.6 之间时，系统的转移轨道相对单调，多呈现为类似于图 5 的形态。 
由于质量比在 0.5 附近时第三体的动力学行为较为复杂，下面针对 µ 固定为 0.499 时的系统，我们对

不同的初始位置进行了数值模拟，分别改变前面初始条件中三个关于初始位置的取值，得到了 6000 条转

移轨道。转移轨道主要呈现为在某一主天体附近的花状环绕型(图 7)，或以花瓣状轨道环绕其中一主天体

后转移到另一主天体附近继续以花瓣状轨道环绕(图 8)，或以螺旋轨线环绕两主天体并逐渐向深空发散(图
9)，或以螺旋轨线围绕一个主天体展开(图 10)，或以蝴蝶轨线环绕一个主天体(图 11)，亦或以 8 字型轨线

环绕某个主天体(图 12)。 
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(a) 

 
(b) 

Figure 2. (a) Bifurcation diagram for ( )0,1µ ∈ ; (b) Bifurcation diagram for ( )0.4, 0.6µ ∈  

图 2. (a) ( )0,1µ ∈ 时的分岔图； ( )0.4, 0.6µ ∈ 时的分岔图 
 

接下来我们将研究不同初始速度下的转移轨道，分别改变前面初始条件中三个关于初始速度的取值，

数值模拟得到 6000 条转移轨道。通过对转移轨道的筛选分析，我们发现虽然轨道的具体形状不同(图 13-
图 16)，但是所得结果不外乎前面的几种情形，这里不再赘述。 

4. 结论 
本文首先通过数值模拟给出了圆型限制性三体问题关于质量比的分岔图，发现当两个天体的质量相 
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Figure 3. Mass ratio of 0.43559µ =  
图 3. 质量比 0.43559µ =  

 

 

Figure 4. Mass ratio of 0.45859µ =  
图 4. 质量比 0.45859µ =  

 

 

Figure 5. Mass ratio of 0.48505µ =  
图 5. 质量比 0.48505µ =  
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Figure 6. Mass ratio of 0.49999µ =  
图 6. 质量比 0.49999µ =  

 

 
Figure 7. The initial value in the X direction is −0.986 
图 7. X 方向的初值为−0.986 

 

 
Figure 8. The initial value in the X direction is −0.193 
图 8. X 方向的初值为−0.193 
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Figure 9. The initial value in the X direction is −0.004 
图 9. X 方向的初值为−0.004 

 

 
Figure 10. The initial value in the X direction is 0.051 
图 10. X 方向的初值为 0.051 

 

 
Figure 11. The initial value in the Y direction is 0.515 
图 11. Y 方向的初值为 0.515 
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Figure 12. The initial value in the Z direction is −0.107 
图 12. Z 方向的初值为−0.107 

 

 
Figure 13. The initial velocity in the X direction is −0.48 
图 13. X 方向的初始速度为−0.48 

 

 
Figure 14. The initial velocity in the Y direction is −0.3 
图 14. Y 方向的初始速度为−0.3 
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Figure 15. The initial velocity in the Z direction is −0.44 
图 15. Z 方向的初始速度为−0.44 

 

 
Figure 16. The initial velocity in the Z direction is −0.5 
图 16. Z 方向的初始速度为−0.5 

 
当时，第三体的动力学行为较为丰富；其次，我们对质量比在区间(0.4, 0.6)时下的系统进行了大量的数值

模拟，共计得到 32,000 条转移轨道，并通过对转移轨道的逐条分析对比，我们发现虽然这些轨线形态各

异，但是从它们环绕主天体的方式以及演绎的形状来看，可以将它们大体分成以花瓣状、螺旋状、8 字

型等形状的轨线环绕某一主天体或者两个主天体等几类转移轨道。当然，我们还发现在不同的质量比、

初始位置、初始速度下，很多的转移轨道是类似的，这或许是由不同分量的初始位置和速度的取值之间

具有一定的相关性引起的。 
由于三体问题的高度非线性，我们期望接下来的工作能够就更多的转移轨道，从统计学的角度研究

满足我们所关注的转移轨道的初始条件之间的相关性，统计出概率意义上的飞掠型转移轨道的初始条件

集，类似于 JPL 的星际高速公路理论，我们暂且称这些初始条件集为“星际换成站”，这样第三体将能

从这些“站内点”出发，飞掠其他星球。 
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