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摘  要 

多元表征是数学教育研究的热点，同时，椭圆曲线与方程作为高中数学教学的重难点，相关的研究也很

多，但关于多元表征在椭圆曲线与方程教学中的应用却少有论及。本文以数学多元表征理论为基础，对

椭圆曲线与方程进行教学设计。教学设计从学生学习时认知的心理机制出发，引导学生逐步精致对椭圆

曲线与方程的理解，最终达到对椭圆曲线与方程的深度理解。 
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Abstract 
Multimodal representation is a hot topic in mathematics education research. At the same time, el-
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liptic curves and equations are key difficult points in high school mathematics teaching, and there 
is a lot of research related to them. However, there is little discussion about the application of 
multimodal representation in the teaching of elliptic curves and equations. This article, based on 
the theory of mathematical multimodal representation, focuses on the instructional design of el-
liptic curves and equations. The instructional design starts from the cognitive psychology mechan-
isms of students’ learning, guiding students to gradually develop a refined understanding of ellip-
tic curves and equations, ultimately achieving a deep comprehension of them.  
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1. 引言 

良好的教学设计可以优化教学过程，提高课堂教学效果。同时，不断改进和完善教学设计也是教师

成长与发展的一个重要途径。圆锥曲线一直是高考的重难点，但在实际的课堂教学中，很多学生对圆锥

曲线产生不起兴趣，总是机械性地刷题，始终没有把握圆锥曲线与方程的本质属性。因此，合理地设计

教学内容和运用教学策略，从而提升学生的学习效率、减少学生的认知障碍、多角度理解并掌握圆锥曲

线的本质显得极为重要。将数学多元表征融入椭圆曲线与方程的教学中，能够让学生多角度地揭示椭圆

方程的本质，从而提升学习效率。 
针对椭圆方程的教学现状，结合高中新课标的课程要求和数学多元表征理论、关注学生的学习现状，

对椭圆曲线及方程进行教学设计优化，本文研究的成果如下： 
1) 数学多元表征理论和数学多元表征理论下的教学原则。 
2) 基于数学多元表征理论对椭圆曲线与方程进行教学设计。 

2. 椭圆曲线与方程教学设计理论基础 

2.1. 数学多元表征 

2.1.1. 表征 
在《辞海》中，“表征”被解释为“事物显露在外的征象、揭示、解释”[1]。从认知心理学的观点

出发，Palmer 认为表征是“表征”世界与“被表征”世界之间的一种对应关系。而从人工智能的角度来

看，Markman 则认为表征包括信息和对信息的加工两个方面。 
也就是说，表征可以是表征对象的一个替代，作名词含义。也可以是“被表征世界”到“表征世界”

的一个对应过程，作动词含义。表征又分为外在表征和内在表征。 

2.1.2. 数学表征 
数学表征指将表征应用于数学领域。对于数学表征的研究，其理解主要基于认知心理学、教育心理

学等领域对于表征的认识。根据 Cuoco 等学者的观点，表征是学生理解数学结构与一个更易理解的数学

结构之间对应关系的过程。 
Hiebert 等学者将数学表征分为外在表征和内在表征。外在表征通常是指存在于人的头脑之外的言语
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化或图形化的符号，例如书面语言、口语和函数图像等。而内在表征是指存在于个体头脑中而无法直接

观察到的心理特征，包括个体的语言语义、数学情感体验等。 

2.1.3. 数学多元表征 
数学多元表征指同一数学学习对象可以用本质上不同的叙述性表征和描绘性表征的多种形式来进行

表征。这个概念包含两个层面的含义：首先，同一个数学学习对象必须具备叙述性和描绘性两种本质不

同的表征方式；其次，对数学学习对象的表征形式应至少包含叙述性或描绘性中的一种或一种以上的表

征形式。可以用如图 1 用来总结数学多元表征的具体含义，每个象限中的箭头方向表示表征的抽象水平

逐渐增加。 
 

 
Figure 1. Mathematical multivariate representation [2] 
图 1. 数学多元表征[2] 

2.2. 数学多元表征的认知模型 

为了研究人脑是如何对数学多元表征信息进行加工、提取和储存的，唐剑岚[2]构建了数学多元表征

学习的认知模型，如图 2 所示。该模型主要反映了大脑对数学多元表征信息进行提取、加工(自身转换、

参照转译、精致)和储存的五种认知过程，以及数学多元表征学习过程生成的编码及其特征。 
这五种认知过程包括：建构浅层心象码的过程、建构深层心象码的过程、建构浅层言语码的过程、

建构深层言语码的过程以及建构整合码的过程。数学多元表征学习的认知模型揭示了数学多元表征学习

的认知机制，为优化数学多元表征学习的教学设计提供了理论支持。 
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Figure 2. The cognitive model of mathematical multivariate representation learning [2] 
图 2. 数学多元表征学习的认知模型[2] 

2.2.1. 数学多元表征学习认知模型的内涵 
数学多元表征学习的认知系统包括工作记忆系统和长时记忆系统。两种本质不同的表征信息分别通

过耳朵和眼睛进入感觉记忆，其中耳朵只能接收叙述性表征，而眼睛则能接受叙述性表征和描绘性表征。

表征信息经过选择与组织，只有少部分能够进入工作记忆系统。 
工作记忆系统对多元表征信息进行认知加工，包括选择与组织、搜索与提取、自身转换与参照转译、

精致等，将信息加工成言语码(包括浅层言语码和深层言语码)和心象码(包括浅层心象码和深层心象码)，
深层言语码和深层心象码再通过精致形成整合码。选择与组织搜索与提取属于基本操作，自身转换与参

照转译、精致是高级操作，高级操作比基本操作更难发生。 
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浅层言语码、浅层心象码、深层言语码、深层心象码以及整合码最终都会贮存在长时记忆系统中。

长时记忆系统不仅贮存加工过后的信息，还会利用类比结构对应原理和符号语义分析原理提供与加工信

息相关的编码或相关的知识经验参与到工作记忆系统的信息加工中。 

2.2.2. 数学多元表征学习的认知特征 
 渐进性与累积性 

从基础的浅层码到更精致的深层码再到最终的整合码的建构过程是有序递进的，需要先建构浅层码，

才能在其基础上逐步建构深层码和整合码。此外，高级编码的建构也不是一蹴而就的，需要经过反复建

构逐步积累，才能建构形成更加高级别的编码形态。 
 主动性与引发性 

多元表征信息不是自动进入大脑中的，需要工作记忆系统主动地进行认知操作。工作记忆系统的操

作包括主动进行选择和组织相关的叙述性和描绘性信息、以及提取长时记忆中的相关信息。浅层言语码

和浅层心象码也要进行主动的精致、转译和转换等操作才能形成深层言语码、深层心象码和整合码。这

些操作都具有主动建构性。 
虽然多元表征学习中的高级认知操作(自身转换、参照转译、精致)不能自动发生或微弱发生，但只要

外在环境提供有意识的导向和支架，这些操作仍能主动发生。 

2.2.3. 工作记忆系统的特征 
工作记忆系统是人脑对信息进行编码、贮存、操作等心理活动的系统。工作记忆系统有以下几个重

要特征。 
1) 工作记忆系统是“瓶颈”结构，一方面，工作记忆系统能够加工的新信息非常有限，一般只能加

工 2~3 个组块单元的新信息；另一方面，工作记忆系统在没有复述的情况下对信息只保持 15~30 秒[3]。 
2) 数学认知的工作记忆系统分为视觉工作记忆系统和听觉工作记忆系统两个子工作系统，它们分别

主要由大脑右半球和大脑左半球参与，可以独立加工各自的信息。 
3) 工作记忆系统进行认知操作是需要消耗认知资源和能量的，它们由工作记忆系统中的中央执行进

行分配。 
4) 工作记忆系统加工信息时优先对有意义的信息和具有较强情感的信息进行加工。 

3. 优化数学学习对象中多元表征信息的教学设计原则 

3.1. 优化多元表征信息结构的原则 

3.1.1. 信息打包原则 
信息打包原则指在设计教学内容时，尽量将数学多元表征信息进行“信息打包”设计。其包含两层

含义，一是设计的教学内容要含有两类本质不同表征的多种形式；二是设计的教学内容信息是有意义的，

即要与长时记忆系统中的编码内在联系。 
在设计教学内容时，既要设计多元表征信息为学生发生深度意义的学习过程提供良好条件，又要激

活长时记忆系统中与多元表征信息有内在联系的编码来降低学生同时处理的信息所需要的资源和能量。

信息打包的策略主要有：部分任务策略、整体任务策略、变异任务设计策略和嵌入支架设计策略[4]。 
整体任务策略是指在呈现教学内容时先呈现整体任务的核心，然后对这个核心概念从垂直和水平两

个维度逐级加工。随着每一次精细加工，呈现的数学学习对象信息就越来越具体，越精致，直至学习任

务达到学生可以理解的程度。 
嵌入支架设计策略是指在设计学习任务时嵌入支架辅助学生的工作记忆系统进行认知操作，以帮助
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学生能够更轻松地理解学习内容。 
这些支架可以是文字、图片、示例等形式，能够提供额外的信息，引导学生进行正确的思考和行动。

通过使用嵌入支架设计策略，学生可以更快地掌握学习内容，并在实践中更有效地应用所学知识。此外，

嵌入支架设计策略还可以帮助学生更好地理解任务的目标和要求，从而增强学习动机和兴趣。 

3.1.2. 空间临近原则 
“空间临近原则”指在呈现数学学习对象的叙述性表征和描绘性表征时，应该尽可能让它们在空间

上相邻或组合呈现，而不是远离或分离呈现[5]。 
由数学多元表征的认知模型可知，表征同一数学对象的言语性表征和视觉性表征经过简单认知操作

形成浅层言语码和浅层心象码，工作记忆系统能够同时保持浅层言语码和浅层心象码，浅层言语码和浅

层心象码之间可以进行相互参照，有利于工作记忆系统继续进行相互转译、自身转换、精致等高级操作。 
如果表征同一数学对象的叙述性表征和描绘性表征彼此远离，工作记忆系统就无法在两类表征之间

进行相互参照、转译等深层加工，必须花费额外的资源或能量去搜索远离的信息这样额外的操作，从而

导致更少的资源或能量继续进行转译、精致等认知操作。因此，我们应当尽可能将这些表征呈现在空间

上相邻或组合呈现，以提高学习效率。 

3.1.3. 时间临近原则 
时间临近是指在信息打包时，尽量将需要呈现的数学学习对象的叙述性表征和描绘性表征同步呈现，

而非间断呈现[5]。 
根据数学多元表征的认知模型，表征同一数学对象的叙述性表征和言语性表征经过简单认知操作形

成浅层言语码和浅层心象码，工作记忆系统能够同时保持浅层言语码和浅层心象吗，浅层言语码和浅层

心象码之间可以进行相互参照，有利于工作记忆系统继续进行相互转译、自身转换、精致等高级操作。 
对于表征同一数学对象的叙述性表征和言语性表征，若它们呈现在空间上相距较远，学习者就必须

投入更多的资源或能量去寻找远离的信息。这些额外的操作会分散学习者的资源或能量，从而导致在进

行转译、精致等认知操作时可用的资源或能量变少。因此，我们应当尽可能将这些表征在时间上同步呈

现，以提高学习效率。 

3.1.4. 一致性原则 
一致性原则指在信息打包时，应尽可能使多元表征的信息结构与被表征的数学对象的结构成分相一

致，并且去除与数学对象结构成分不一致的无关信息，从而保持多元表征信息结构的简洁性[6]。 
否则，这些无关信息会干扰学生对学习对象的深入加工，分散学生的注意力，并且会与工作记忆系

统的认知资源或能量竞争，导致工作记忆系统无法充分投入到学习对象的认知操作中。此外，这些无关

信息还可能误导学生偏离加工学习对象的活动。 
在数学教学内容的设计中，经常会添加一些与教学内容无关的信息，典型的例子是在教学内容中加

入一些有趣的元素，例如动画、图片、花边材料、背景音乐等。虽然这些元素可以增加教学的趣味性，

但是如果它们与数学学习对象无关，就会对学习过程造成干扰和损害。因此，需要剔除这些无关的信息，

以确保教学内容的有效性和教学效果。 

3.1.5. 双通道原则 
双通道原则指的是在信息打包时，尽量让“信息包”同时包含视觉表征和听觉表征，而非仅包含视

觉表征或听觉表征[7]。 
根据数学多元表征认知模型，工作记忆系统的视觉工作记忆系统和听觉工作记忆系统分别由大脑左
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半球和大脑右半球参与，视觉表征 + 听觉表征形式的信息被分担加工。 
利用双通道进行加工可以避免视觉工作记忆系统和听觉工作记忆系统过度负荷，从而难以继续深入

加工，也能充分利用视觉工作记忆系统和听觉工作记忆系统，为学生继续进行深度意义的学习提供机会。 
双通道原则要求在设计学习材料时，尽量保持学习材料的精简，如将抽象性的言语材料视觉化，具

体性的言语材料听觉化，可以使内容更精简。特别是具体的操作步骤等言语表征的材料，可以用图示、

表格、树状图等视觉化的表征形式精简的表示出来，再配合老师的“说”来进一步解释，而不是给学生

一大段文字让学生自己看或只说没有图。 

3.2. 提高教学策略水平的原则 

3.2.1. 策略认知原则 
策略认知原则指在设计数学教学活动时，有意识地促进并养成学生积极加工的策略思维。这些策略

能提高学生的学习效果和自我学习能力。在设计数学教学活动时，要有效地促进和引导学生进行策略加

工，从而更好地实现数学教学的目标[8]。 
由数学多元表征认知模型，学生的认知操作活动是主动建构的过程，对于高级编码的建构，学生缺

乏寻求更深度意义的经验和技巧，也缺乏这方面的意识。所以需要教师提供数学多元表征学习环境促进

与支架学生进行有策略地积极加工。策略认知原则包括促进或增强学生的选择与组织、转换与转译、精

致、提取和元认知活动等认知操作。 
(一) 促进或增强选择性注意 
当学生接受外部信息时，只有小部分信息能够进入他们的大脑，因此需要集中注意力于与任务相关

的信息并忽略无关的信息。 
传统上，人们会使用标记技术(如下划线、更改字体颜色和大小等)来标记多元表征信息的重点、难点

和关键点，以便学生能够快速找到需要选择的信息。这种标记可以减少工作记忆系统资源的消耗，从而

使更多的资源用于其他高级认知操作。除标记之外，教师还可以使用类比、明喻、隐喻等方法，将新内

容与已知知识联系起来，或创造与现实有关的情境来引导学生进行选择性注意。 
(二) 促进或增强组织 
为了促进或增强组织操作，需要让学生学会将新信息之间、新旧信息之间的内在联系按照一定规律

进行整理、归类等组成各种编码或编码系统。这有助于提高工作记忆系统的容量和效率，并且能够使学

生更加有效地理解和记忆学习内容。 
为了实现这一点，教师可以运用各种策略，例如利用分级归纳、构建概念图、制作思维导图等，以

帮助学生更好地理解和组织新的学习内容。同时，教师也可以引导学生将学习内容和已有知识进行联系

和比较，以加深学生对知识结构的理解和记忆。如果教师在教学中不关注组织，学生确实能学到不少知

识，却不知道这些知识之间的内在联系，结果那些支离破碎的知识或经验反倒在学习中起到反作用，甚

至阻碍学生进行更高级的认知操作，从而阻碍学生进行深度意义的学习。 
(三) 促进或增强转换和转译能力 
转换和转译是工作记忆系统将数学多元表征信息精致为整合码所必须的认知操作，包含言语码和心

象码之间的相互参照、相互转译、相互检验和修正等活动。虽然转换和转译对形成整合码至关重要，但

高级的转换和转译并不容易实现，需要有较高水平的教学策略来支持。 
在数学多元表征学习中，可以从以下几个方面入手：运用变形、数形结合和视觉化技术。运用变形

和数形结合是教学中常见的策略。视觉化技术则是指利用图形、动画、动态数学技术等可视化的表征形

式来表示抽象的数学概念、方法和结构关系等，帮助学生理解和转译多元表征信息。 
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(四) 促进或增强精致 
精致是工作记忆系统对于浅层码添加深层意义的过程，是形成整合码所必需的认知操作。 
在教学中，学生对多元表征的认知操作仅流于形式，表面上学生活动很活跃，实际上缺乏深度的思

考，例如：为什么要如此操作？怎么操作更有效？有什么规律等？教学中可以有意识地设计启发式提问、

暗示、提示语、质疑、类比、归纳等促进学生有意识地进行精致活动。 
(五) 促进或增强提取 
提取是指工作记忆系统，检索(图像根据类比结构对应原理，文字根据符号语义分析原理)并激活长时

记忆系统中的相关信息，参与到认知加工过程中。工作记忆系统从长时记忆系统中提取需要的信息取决

于长时记忆系统中可用的信息和已有的线索。 
在教学中，教师可以运用类比、暗示、提示、猜想等策略引导学生提取长时记忆系统中可用的信息。 
(六) 促进和增强元认知活动 
工作记忆系统有一个控制认知过程与分配认知资源或能量的中央执行系统。 
在数学多元表征教学中，教师可以有意识的运用元认知提示与发问(例如：你有什么发现？你能提出

什么问题等？)来促进和增强学生的元认知活动。 

3.2.2. 积极情愿原则 
积极情愿原则是指在课堂教学活动时，创设能够增强学生积极的情意投入的学习环境。积极的情感

力量可以拓展工作记忆系统承受认知负荷的最近发展区。正所谓：“知之者不如好之者，好之者不如乐

之者”。学生有了积极的情意投入，即使进行了大量的认知操作也不会感到心理负荷。 
促进和增强学生的情意投入可以从两方面入手：一是尽量营造一个让学生感到轻松愉快、低威胁，

高挑战的学习环境。二是尽量让学生运用数学美、感受数学美。 

3.2.3. 主动行为原则 
促进和增强学生积极主动的行为参与，主要包括促进和加强“写”和“说”两个方面。学生行为的

主动参与有利于学生的记忆和进行更深度的思考[9]。 
在数学课堂教学中，促进学生“写数学”的方法有：教师可以有意留出关键词，让学生填写，或者

让学生动手画图、构建概念图、记笔记、演算等。促进学生说“数学”可以让学生看图说话、回答问题、

互相讨论等。有句谚语说：“学习一些东西的最好方法就是去教”，教师也可以让学生互相施教。 

4. 椭圆曲线与方程教学设计 

4.1. 学习者特征分析 

进行教学设计的最根本目的是提高学生的学习效率。学生是学习活动的主体，他们的知识基础和情

感态度等特征会对学习过程产生一定的影响，因此，教学设计需要与学生的特征相匹配。在进行教学设

计之前，我们需要对学生的起点水平和心理特征进行全面的分析，以便确保教学设计与学生的特征相匹

配。 
(一) 学生的起点水平及启示 
椭圆曲线方程的本质是满足在笛卡尔直角坐标系上组成椭圆曲线的所有点所对应的所有有序数对集，

而推导椭圆曲线方程的过程与直线方程和圆方程推导过程相类似，且直线与圆的方程刚学习不久，可以

由此引导学生进行类比推导。 
方程的性质、化简、计算等都是早已学习过的内容，教师可设置适当的“支架”引导学生完成相关

知识的建构。 
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(二) 学生的心理特征分析 
根据皮亚杰的认知发展阶段论，高二的学生已经到达了形式运算阶段。他们不仅能够进行假设演绎

思维，还能够进行所有科学技术所需的基本运算。教师只要呈现出足够的条件和适当设置“支架”进行

引导，学生便能完成学习任务。 
高二学生处于接受新知识的紧张期，需要记忆和学习的内容非常多，学生在课后复习总结和巩固练

习的时间不多，要求教师在课堂教学的内容要精致，紧凑且简洁，同时要进行总结与巩固练习。 

4.2. 教学内容分析 

教学内容指为实现教学目标而要求学生系统学习的知识、技能和行为规范的总和。教师需要对教学

内容进行透彻详细的分析，以规定教学内容的范围和深度，并揭示教学内容各组成部分的联系，以解决

教师“教什么”和学生“学什么”的问题。在此过程中，我们从课程标准和教材两个方面对教学内容进

行分析。 
教材分析 
1) 椭圆曲线与方程是人教 A 版普通高中教科书数学选择性必修第一册第三章第一节的内容，分为椭

圆及其标准方程和椭圆的简单几何性质。椭圆方程的推导过程与上节内容圆的方程的推导过程相类似，

可以引导学生利用类比思想进行推导建立椭圆方程。 
2) 教学重难点：本部分内容的重点是椭圆曲线与方程的推导过程以及椭圆曲线的离心率，教学难点

是椭圆曲线与方程的推导过程以及椭圆曲线的离心率。 

4.3. 教学过程设计 

4.3.1. 教学环节一：引入椭圆 
(一) 教学过程 
师：教师出示一个装有水的透明水杯，教师：“同学们拿出自己的圆柱形杯子，观察水平面是什么

图形？然后我们将水杯稍微倾斜，再观察一下，现在水平面是什么图形？” 
学生拿出水杯观察水平面的图形。 
生：“是圆，倾斜以后变成了椭圆。” 
师：“圆是怎么变成椭圆的？”(引导学生说出类似：垂直长度没变，水平长度变长了)并用几何画板

展示教学模型。师：“图形由绿色的圆变成红色的椭圆。”如图 3。 
 

 
Figure 3. The teaching model of circles and ellipses 
图 3. 圆和椭圆的教学模型 
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生：“圆的垂直长度不变，将圆水平拉长。”(学生在头脑中形成了椭圆的初步概念。) 
师：“我们本节的内容就是一起探究椭圆这个图形。” 
(二) 设计说明 
1) 教学内容的呈现 
a) 从水杯中的水平面这种最常见的实物情境表征出发，引导学生在头脑中形成椭圆的数学模型，并

通过提问让学生口头描述椭圆的特征。促进学生实物表征、图形表征、言语表征之间的转换和转译。 
b) 教学内容符合优化多元表征信息结构的五种原则，本教学专题采用了信息打包策略中的整体任务

策略和嵌入支架设计策略。① 教学开头直接说明“探究椭圆”这个核心，然后逐级引出椭圆的定义、方

程、焦点、顶点、长轴、短轴、离心率等。② 在对椭圆进行探究时，经常嵌入一些动态图、图形、提问

等支架辅助学生更轻松地理解学习内容。 
2) 教学策略的应用。 
利用生活中常见的实物模型引出椭圆，引起学生的兴趣，激发学生求知的欲望，符合多元表征教学

的积极情愿原则。 

4.3.2. 教学环节二：椭圆的定义 
(一) 教学过程 
师：“我们是如何定义圆的？决定圆的形状和位置的因素有哪些？我们用什么工具画圆？” 
生：“圆的定义：到定点的距离等于某定长的所有点组成。圆决定因素：圆的大小和定长有关，圆

的位置由圆心决定。圆规可以画圆。” 
师：“圆规是根据圆的定义做出来的。老师这里有画椭圆的工具，你们能否根据画图原理，推出椭

圆的定义呢？”教师先示范画出一个椭圆，边讲解边画椭圆：“先将两个磁铁固定在黑板上，套上粉笔，

拉紧绳子，移动粉笔，这里我们可以改变两磁铁的距离和绳子的长度。” 
生：学生认真观察老师画椭圆。 
师：教师让 4 个同学分别在最左侧黑板画 4 个椭圆(第 1 个两磁铁距离为 25 厘米，绳长为 30 厘米；

第 2 个两磁铁距离为 50 厘米，绳长为 60 厘米；第 3 个两磁铁距离为 25 厘米，绳长为 50 厘米；第 4 个

两磁铁距离为 30 厘米，绳长为 60 厘米)。 
生：4 名学生按照老师的要求在黑板上画出对应的椭圆，其他同学观看 4 名同学画出椭圆并思考老

师提出的问题。 
师：“你们能根据画椭圆的过程分析出椭圆的定义吗？决定椭圆的形状和位置的因素有哪些？” 
生：“椭圆定义到两定点的距离之和等于某定长的所有点组成椭圆。决定因素跟椭圆的形状和两定

点(两个钉子)距离以及定长(绳长)有关。椭圆的位置由两定点决定。” 
(二) 设计说明 
1) 教学内容的呈现 
a) 利用数学原理和和现实操作的对应关系(圆的定义与圆规画圆、椭圆的定义与利用教具画出椭圆)，

创造条件让学生推导椭圆的定义。符合一致性原则。 
b) 让学生观察操作的同时让学生动手操作和开口说出椭圆的定义，促进学生动作表征、图形表征和

言语表征之间的转换和转译。 
2) 教学策略的应用 
a) 利用圆引导椭圆，圆和椭圆不但在定义和外形上相似，符合工作记忆系统对长时记忆系统进行提

取的类比结构对应原理，而且在方程的推导上也基本相同，符合工作记忆系统对长时记忆系统进行提取

的符号语义分析原理。符合策略认知原则中的促进和增强提取。 
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b) 学生“画椭圆”，“说椭圆”，能够增强学生对椭圆定义的记忆，促进对椭圆的精致，加深对椭

圆的理解，符合主动行为原则。 

4.3.3. 教学环节三：椭圆的方程 
(一) 教学过程 
师：“我想在平面上表示一个圆，不需要直接画出图形，我只需要给出一个圆的方程，你们就能知

道圆的具体形状和位置。这是通过什么实现的？” 
生：“几何图形的代数化。” 
师：“回想圆方程的推导过程，图形的代数化需要经历哪些步骤？” 
生：“1) 建立平面直角坐标系；2) 用字母表示未知条件；3) 根据定义表示出图形上所有点的集合；

4) 根据定义列方程；5) 化简方程(即对应几何图的方程)。” 
师：教师引导学生说出具体的操作步骤，然后按照步骤在几何画板上画椭圆，几何画板投屏在中间，

教师边操作几何画板边在黑板右侧用文字写出具体步骤。 
生：学生跟着老师的节奏，同步在草稿纸上写出具体步骤。具体如下： 
1) 建立直角坐标系，如图 4。 

 

 
Figure 4. Establishing a cartesian coordinate system on a geometric drawing board 
图 4. 在几何画板上建立直角坐标系 
 

2) 用字母表示未知条件，如图 5、图 6。 
设两个定点(焦点) ( ) ( )1 2,0 , ,0F c F c−  
椭圆上的点 ( ),M x y  
两定点的距离(焦距) 1 2 2F F c=  
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定长(绳长) 1 2 2MF MF a+ =  
如图 5 和图 6。 

 

 
Figure 5. Drawing an ellipse using geometric drawing board tools 
图 5. 利用几何画板工具画椭圆 

 

 
Figure 6. Given F1, F2, M, 2a, 2c in geometric drawing board 
图 6. 在几何画板上给定 F1、F2、M、2a、2c 
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3) 根据定义表示出图形上所有点的集合 
椭圆上点的集合 { }1 2 2| MFP M MF a+ ==  
4) 根据定义列方程。 
因为 

( ) ( )2 22 2
1 2,MF x c y MF x c y= + + = − +  

所以 

( ) ( )2 22 2 2x c y x c y a+ + + − + =  

5) 化简方程 
移项，得 

( ) ( )2 22 22x c y a x c y+ + = − − +  

方程两边平方，得 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 24 4x c y a a x c y x c y+ + = − − + + − +  

整理，得 

( )22 2a cx a x c y− = − +  

方程两边平方，得 
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2a a cx c x a x a cx a c a y− + = − + +  

整理，得 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2a c x a y a a c− + = −  

方程两边同除以，得 
2 2

2 2 2 1x y
a a c

+ =
−

 

有椭圆的定义可知， 2 2 0a c> > ，即 0a c> > ，所以 2 2 0a c− > 。[10] 
(二) 设计说明 
1) 教学内容的呈现 
a) 教师利用动态技术呈现椭圆代数化的过程并同步在右侧黑板写出具体过程，符合教学设计的空间

邻近原则和时间临近原则。 
b) 通过动态图像表征、文字表征、言语表征更清晰地呈现椭圆图形代数化的过程，促进三种表征之

间的自身转换和相互转译，让学生对椭圆代数化过程有更直观更清晰的认识。 
2) 教学策略的应用 
a) 利用圆的代数化引出椭圆的代数化，促进学生对代数化思想的提取；学生参与具体操作和代数计

算，促进学生对椭圆方程的精致。符合策略认知原则。 
b) 利用几何画板作动态操作图并在黑板上写出关键步骤，这让抽象的几何代数化步骤可视化、繁琐

的具体步骤言语化并精简成关键文字写在黑板显眼地方。符合双通道原则和增强转换和转译的策略认知

原则。 
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c) 学生参与椭圆方程的计算，“写数学”，增强学生对椭圆的理解，促进学生对椭圆的精致，符合

主动行为原则。 

4.3.4. 教学环节四：椭圆中的线段 a、b、c 
(一) 教学过程 
师：“当我们把 M 点移到 y 轴上时，你能找出 a、c 和 2 2a c− 吗？”教师同时在几何画板上将 M

点移动到 y 轴上。如图 7。 
 

 
Figure 7. Moving M to y axis and giving 4 points 
图 7. 将 M 点移到 y 轴上并设出 4 个顶点 
 

生：“ 1 2MF MF a= = ， 1 2OF OF c= = ， 2 2OM a c= − 。” 
师：“我再设椭圆与 x 轴和 y 轴的 4 个交点分别为 A1、A2、B1、B2，他们叫作椭圆的顶点。”教师

同时在几何画板上点出 4 个点。如图 7。 
师：“你们能算出 1OA 或 2OA 的长度吗？怎么算？”(引导学生将 M 点移到点 A1 或 A2，如图 8) 
生：“将点 M 移到 A2 (如图 8)，我们有 1 2 2 2 2 22 2MF MF c F A F A a+ = + + = ， 2 2F A a c= − ， 

1OA a c c a= − + = ，同理 2OA a= 。” 
师：“为了方便和简洁，我们令 2 2b a c= − ，那我们的椭圆方程就可以表示为？a、b、c 在图形上

表示哪些线段？” 

生：“椭圆方程可以表示为：
2 2

2 2 1x y
a b

+ = ， 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2OA OA B F B F B F B F a= = = = = = ， 

1 2OB OB b= = ， 1 2OF OF c= = ” 

师：“我们把 1 2A A 叫作长轴， 1 2B B 叫作短轴， 1OA 或 2OA 叫作长半轴， 1OB 或 2OB 叫作短半

轴。” 

https://doi.org/10.12677/ae.2024.142309


陈裕城，张盛奎 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2024.142309 2011 教育进展 
 

 
Figure 8. Moving M to a vertex A2 
图 8. 将 M 点移到顶点 A2上 
 

(二) 设计说明 
1) 教学内容的呈现 
在黑板中呈现方程中的数值 a、b、c，同时在几何画板上同步同框呈现椭圆曲线中的线段 a、b、c，

促进学生言语码和心象码的自身转换和相互转译。内容的呈现符合优化数学多元表征信息的五项原则。 
2) 教学策略的应用 
a) 通过几何画板继续探究椭圆方程的特征，利用动态技术，促进和增强学生对椭圆方程和图像浅层

编码的精致，促进学生对椭圆曲线和方程更深度的理解。符合策略认知原则。 
b) 令 2 2b a c= − ，使椭圆方程更精致，将 M 点移动至特殊位置时，方程中的 a、b、c 数值对应椭

圆曲线 a、b、c 线段的长度，尽量让学生运用数学美、感受数学美，符合积极情愿原则。 

4.3.5. 教学环节五：椭圆的离心率 
(一) 教学过程 
师：“椭圆有扁的也有没那么扁的，那我们用什么表示一个椭圆的圆扁程度呢？我们观察刚开始 4

位同学画的 4 个椭圆。” 
师：“是两定点的距离决定椭圆的圆扁吗？” 
生：“不是，1 号椭圆(两定点距离 25 厘米，绳长 30 厘米)和 3 号椭圆(两定点距离 25 厘米，绳长 50

厘米)两定点的距离相等，但 1 号更扁一些。” 
师：“那是绳子的长度决定椭圆的圆扁吗？” 
生：“不是，2 号椭圆(两定点距离 50 厘米，绳长 60 厘米)和 4 号椭圆(两定点距离 30 厘米，绳长 50

厘米)绳长一样长，但 2 号椭圆更扁一些。” 
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师：“那你们有什么发现吗？” 
生：“1 号和 2 号椭圆一样扁，3 号和 4 号椭圆一样扁。” 
生：“1 号和 2 号椭圆两定点的距离和绳长的比相等，3 号和 4 号椭圆两定点的距离和绳长的比相等。” 
师：“所以？” 
生：“椭圆的圆扁程度是由两定点的距离和绳长的比来决定的。” 

师：“我们把两定点的距离比上绳长，即
c
a
叫做椭圆的离心率。观察图形，当我不改变 c 的大小， 

逐渐减小 a 的大小时，越来越接近 c，椭圆的离心率 e 也越来越接近 1，同时点 A1 和点 A2是逐渐接近点

F1 和点 F2 的，椭圆变得越来越扁。”老师同时在几何画板上进行操作，改变椭圆的离心率，如图 9。 
 

 
Figure 9. Performing dynamic operations on a geometric drawing board 
图 9. 在几何画板上进行动态操作 
 

学生观察动态图，并在头脑中形成对应的深层心象码。 
(二) 设计说明 
1) 教学内容的呈现 
a) 学生对比在探究椭圆的定义时画好的椭圆探究决定椭圆圆扁程度的因素，符合一致性原则。 
b) 黑板上四个椭圆图形和数值以及几何画板上的动态图形和动态数值在时间上同步呈现，在空间上

临近出现，促进学生对椭圆离心率的言语码和心象码之间的自身转换和相互转译，加深学生对椭圆离心

率的理解。 
2) 教学策略的应用 
教师通过启发式提问引导学生对比之前画好的图形表征探究决定椭圆圆扁程度的因素，促进学生对

椭圆曲线与方程言语码或心象码的精致，符合数学多元表征的策略认知原则。 
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4.3.6. 教学环节六：完成思维导图 
(一) 教学过程 
师：“同学们最后完成下面的思维导图，如图 10，并在思维导图周围填充自己对椭圆曲线与方程的

理解，做好最后的总结。” 

 

 
Figure 10. The flowchart of the proposed teaching design 
图 10. 本文提出的教学设计的思维导图 

 
生：学生认真完成构建自己的思维导图并总结课程内容。 
(二) 设计说明 
1) 教学内容的呈现 
学生通过对思维导图的填充，巩固对椭圆曲线与方程的知识点的记忆。 
2) 教学策略的应用 
a) 学生通过完成思维导图，促进学生工作记忆系统对言语码和心象码进行精致操作，促进整合码的

形成，同时程序性地对椭圆曲线与方程的认知过程进行回顾，促进或增强精致、元认知活动，符合策略

认知原则。 
b) 让学生动手“写数学”，主动思考，增强对椭圆曲线与方程的思维导图记忆和理解，符合主动行

为原则。 

5. 结语 

研究基于唐剑岚提出的优化多元表征学习的相关教学策略和原则对人教 A 版普通高中教科书数学选

择性必修第一册教材中椭圆曲线与方程的内容进行了教学设计，形成具体教案。这里只从理论层面进行

了论述，并未从实际教学层面提供相应的数据参考，建议有兴趣的研究者能做进一步的研究与量化分析。 
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