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Abstract 
This paper presents a new method called tensor method to solve the ill-conditioned load flow of 
power system and draw the PV-curve. The tensor method bases each iteration on the quadratic 
model of the nonlinear function. Compared to Newton method, the model requires hardly more 
storage or arithmetic operations per iteration. The tensor method is as effective as Newton me-
thod on well-conditioned problems, and performs better on ill-conditioned problems for drawing 
the PV-curve. IEEE-5, 11, 13 bus systems are calculated with both tensor method and Newton me-
thod. It is found that tensor method is better than Newton method. 
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摘  要 

本文提出一种求解电力系统病态潮流并绘制PV曲线的新方法，称之为张量法。张量法基于非线性方程组

的二次模型进行迭代。相对于传统牛顿法，张量法在每次迭代中几乎不需要更多的存储空间和运算量。

对于良态系统潮流的计算，张量法的计算效率与传统牛顿法相差不多，对于病态的潮流问题，张量法绘

制PV曲线的运算效率和可靠性都远高于牛顿法。对IEEE-5, 11, 13节点系统进行了潮流计算，结果表明张

量法优于牛顿法。 
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1. 引言 

潮流计算是分析电力系统稳态运行情况的一种基本电气计算，电力系统潮流的计算中普遍使用的方

法为牛顿-拉夫逊法，此方法收敛速度快，但对迭代初值要求高[1]。在绘制系统 PV 曲线时，随着功率 P
的增大，某些潮流计算使用常规方法可能会不收敛，成为病态潮流。 

病态潮流的出现主要有以下两方面的原因： 
1) 潮流计算的解远离平启动点，使得在平启动下使用常规潮流计算方法无法求出。 
2) 在系统重负荷、接近功率极限点时，系统的雅克比矩阵 J 出现奇异或接近奇异[2]。 
求解电力系统的病态潮流绘制 PV 曲线，需要特殊的计算方法。在牛顿–拉夫逊法的基础上，学者

们已经提出了两种经典算法，即最佳乘子法和非线性规划法。 
最佳乘子法由岩本伸一提出[3]，被认为是一种比较成功的求解病态潮流的方法。其基本原理是在每

次迭代中使用牛顿法求解出修正量 ( )kX∆ 后，不直接去修正 ( )kX ，而是乘以最佳乘子 µ 再进行修正，µ 的

取值要满足。 

( ) ( )( )2

1
min

n
k k

i
i

f x x
µ

µ
=

+ ∆∑  

最佳乘子法具有如下优点： 
1) 最佳乘子法可以作为一个子程序很容易的嵌入到牛顿法中。 
2) 最佳乘子法是一种较为准确、实用的病态潮流计算方法，当潮流不收敛时，µ 趋向于零，保证了

潮流计算的不发散。 
尽管如此，最佳乘子法还是没有从本质上解决算法对初值的敏感，此外,当潮流方程无可行解时,虽然

最佳乘子法适当地停止了计算,但并不能给出节点功率不平衡的信息，最佳乘子法存在缺陷。 
对于病态的潮流问题，可以将其转化为求解一个非线性规划的问题[4]。通常将目标函数定义为 

( )2

1
min

n

ix i
f x

=
∑ 。当潮流有解时，目标函数趋向于零，如果无解，则目标函数停留在一个不为零的正值上， 

得到的是最小二乘解。 
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计算的关键在于求解构造的非线性规划问题，但总的说来，非线性规划法求解病态潮流计算量较大，

求解复杂，因而实用性不强。 

2. 张量法简介 

基于以上分析，本文提出了一种新的求解病态潮流并绘制 PV 曲线的方法，叫做张量法。张量法在

每次迭代计算中使用了非线性方程组的二次展开项，适合计算由于雅克比矩阵奇异所引起的病态潮流问

题。相对于传统的线性模型，张量模型在每次迭代中几乎不需要更多的存储空间和计算量，而且无论在

计算奇异或非奇异问题时，效率都高于传统的线性模型[5]。 
张量模型基于 ( )f x 在当前迭代点 cX 的二次展开项来建立模型，即： 

( ) ( ) ( ) 1
2T c c c cm x d f x f x d T dd′+ = + +  

其中 n n n
cT × ×∈ 为一个三维数组， cT 通常被成为张量，张量法的名称由此而来。而 n

cT dd R∈ ， 

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 1

, ,
n n

c
j k

T dd i T i j k d j d k
= =

= ∑∑  

显然我们可以选取 ( )f x 在 cx 处的二阶泰勒展开项 ( )cf x′′ 作为 cT  [6]。然而这样做会使得计算量和存

储量大幅增加，因此，用 ( )cf x′′ 作为张量 cT 不具有可行性，我们需要一个简单实用的张量模型。 
为得到合适的张量模型，需要内插 p 个已经求出的迭代点 1, , px x− −

，每个点都满足等式： 

( ) ( ) ( ) 1 , 1, ,
2k c c k c k kf x f x f x s T s s k p− ′= + + =                         (1) 

其中： , 1, ,k k cs x x k p−= − =  。 
通常 p 取 1，实际经验表明，当 p 大于 1 时，对计算的改进作用不大，反而增加了数据存储量。 
令 ( ) ( ) ( )( ), 2n

k k k c c kz z f x f x f x s− ′∈ = − − ，则可以构造 cT 满足下式： 

minimize

st : , 1, ,

n n n
c

c FT R

c k k k

T

T s s z k p

× ×∈

= = 

                                (2) 

可以证明，
1

p

c k k k
k

T a s s
=

= ∑ 满足(2)式[5]，其中定义矩阵 p pM ×∈ ，矩阵元素满足 

[ ] ( )2T, ,1 ,i jM i j s s i j p= ≤ ≤ ，定义矩阵 n pZ ×∈ ，向量 kz 为其第 k 列元素， 1, ,k p=  。定义矩阵

1, *n pA R A Z M× −∈ = ，则 A 的每一列即为向量 ka ， 1, ,k p=  。 k k ka s s 表示一个秩一向量，它满足等式： 

[ ] [ ] [ ] [ ], , * * ,1 , ,c k k kT i j k a i s j s k i j k n= ≤ ≤  

所以张量 cT 由 p 个秩一向量相加构成，将
1

p

c k k k
k

T a s s
=

= ∑ 带入式(1)，得到张量模型： 

( ) ( ) ( ) ( )2T

1

1
2T

p

c c c k k
k

m x d f x J x d a d s
=

+ = + + ∑                        (3) 

式(3)是可以有效的形成、存储、计算的张量模型。相对于经典的线性模型，其仅需要额外存储 2p
个 n 维向量 ak、sk，以及 2p 个 n 维向量 kX − 、 ( )kf X − 。计算速度方面，相对于线性模型每次迭代至少

所需的 n3/3 次加法和乘法运算，张量法每次迭代仅需要 n2.5 次加法和乘法。 
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3. 张量法在电力系统潮流计算中的应用 

在本章中，我们将提出一种实用算法来使用张量法进行电力系统潮流与绘制 PV 曲线。在计算中，

我们使用直角坐标，平启动计算，得到计算结果后作为下次计算的初值从而绘制 PV 曲线。 
令 2m n= ×  (母线数)，定义 mx R∈ 为电压实部，虚部组成的向量， [ ]1 1 2 2, , , , , ,n nx f e f e f e=  。定义

( ) 2my x R −∈ 为功率适配量， r 为 PQ 节点数， ( ) 2 2
1 1 1 1 1 1, , , , , , , , ,r r r r n ny x P Q P Q P V P V+ + − − = ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆   。

, ,Si Si SiP Q V 为母线 i 的设定有功，无功，电压。 km kmG jB+ 为导纳矩阵的第 ( ),k m 元素，我们可以得到直

角坐标下的潮流方程为[1]： 

( ) ( ) 0, 1,2, , 1i Si i ij j ij j i ij j ij j
j i j i

P P e G e B f f G f B e i n
∈ ∈

∆ = − − − + = = −∑ ∑   

( ) ( ) 0, 1,2, ,i Si i ij j ij j i ij j ij j
j i j i

Q Q f G e B f e G f B e i r
∈ ∈

∆ = − − + + = =∑ ∑   

( )2 2 2 2 0, 1, , 1i Si i iV V e f i r n∆ = − + = = + −  

定义 cx  = 当前迭代点， 1x−  = 上次迭代点，x+  = 下次迭代点， ( ) ( ) ( )2 2m m
cJ x R − × −∈ 为当前雅克比矩

阵 ( )cy x′ ，定义 2md R −∈ 为修正向量，即 cx x d+ = + 。在计算中，取 1p = ，则在(3)中， 

( )2 1
1,m

cS R S x x− ×
−∈ = − , ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
12 1

2T

2
, c cm y x y x J x S

a R a
S S

−− × − −
∈ = . 

最终我们可以使用张量法建立潮流修正方程，即： 

( ) ( ) ( ) ( )2T1 0
2T c c cm x d y x J x d a d S+ = + + =                         (4) 

接下来，本文将论述如何计算式(4)的根，即：寻找 2md R −∈ ，满足 

( ) ( )( )2
0 or min

T Tc cm x d m x d+ = +  

如果方程没有解，将求出其最小二乘意义下的解。为了有效的求解(4)式，我们可以用两次正交变换

将(4)式转换为含 n 个未知量的 n q− 个方程 

{ }2T
1 1 1 2 2 1 2 2

1ˆ ˆ ˆˆ 0
2

y J d J d a S d+ + + = 

                               (5) 

和含 p 个未知量的 q 个方程 

{ }2T
2 3 2 2 2 2

1ˆ ˆˆ 0
2

y J d a S d+ + =

                                 (6) 

可以通过求(6)式最小二乘意义下的解得到 2d̂ ，通过回代(5)式解出 1̂d ，从而求出张量模型的解[7]。
具体算法见流程图 1 及附录 A。 

将计算出的结果作为初值，继续计算，获得系统的 PV 曲线。 

4. 算例及分析 

在本章中，我们将使用 IEEE-5, 11, 13 节点系统进行张量法与牛顿法潮流计算的对比测试[8]，测试结

果如下： 

4.1. IEEE-5 节点系统重负荷下的潮流计算 

对于 IEEE-5 节点系统，同时增加系统的所有的有功和无功负荷到功率极限点，即原始负荷的 1.28  
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Figure 1. The calculation flow chart of tensor method 
图 1. 张量法计算流程图 

 
倍[9]。使用牛顿法和张量法计算潮流，计算采用平启动，收敛条件为 610ε −= ，结果如表 1 所示。 

从表 1 中我们可以看出，在良态系统中，张量法的效率和牛顿法大致相同。 

4.2. IEEE-11 节点系统 

对于 IEEE-11 节点系统，使用张量法和牛顿法计算潮流，令最大迭代次数为 30，收敛条件为 610ε −= ，

计算结果两种方法都不收敛。以迭代次数为 X 轴，最大误差为 Y 轴，绘制图 2，图 3。 

输入数据，平启动，开始计算

构造直角坐标系下的潮流方程，使用张
量法建立潮流修正方程(4)

对S做正交分解 利用

将公式(4)分解为

ˆS QPPR QS= =

ˆ,Q S

{ }2
T

1 1 2 2 2 2

1ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ 0
2

y J d J d a S d+ + + =

找到正交阵 使得ˆ n nQ R ×∈ T 1
1

ˆ ˆ
0

n p

n qJ
Q J

q

−

− 
=  
 



使用 将ˆ n nQ R ×∈ { }2
T

1 1 2 2 2 2

1ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ 0
2

y J d J d a S d+ + + =

分解为 { }2
1 1 T21

1 2 2 2
2 23

1ˆ ˆ ˆˆ 0
20

y aJJ
d d S d

y aJ
     

+ + + =     
      



 



 

求解 使得2d̂ { }
2

2
T

2 3 2 2 2 2 2ˆ

1ˆ ˆˆmin
2pd R

y J d a S d
∈

+ +

 

否

否

是

是

p = q 求 在最小二乘意义下的解
1̂d

回代求解 { }2
T

1 1 1 2 2 1 2 2

1ˆ ˆ ˆˆ
2

J d y J d a S d= − − − 

 

计算 修正当前迭代
点，计算功率失配量，校验
是否收敛

ˆd Qd=

输出结果
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Table 1. The load flow result for IEEE-5 under heavy load 
表 1. IEEE-5 节点重负荷潮流计算结果 

 张量法 牛顿法 

负荷数 1.28 1.28 

迭代次数 7 8 

收敛精度 10e−6 10e−6 

条件数 1444.9313 1498.6211 

 

 
Figure 2. The iterative error of IEEE-11 with tensor method 
图 2. IEEE-11 节点系统张量法迭代误差 

 

 
Figure 3. The iterative error of IEEE-11 with Newton method 
图 3. IEEE-11 节点系统牛顿法迭代误差 

 
由以上两图可以看出，对于在潮流不收敛的时候，张量法可以将误差限制在 0.005724 以下，而牛顿

法的误差振荡，潮流计算发散。可见张量法可以保证潮流不发散。如果把收敛条件改为 210ε −= ，则张量

法收敛，而牛顿法仍然发散。张量法计算的潮流结果见表 2。 

tensor method for ieee-11

iter time
0              5              10             15             20            25             30

m
ax

 er
ro

r

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Newton method for ieee-11

iter time
0            5           10          15          20          25          30          35

12000

10000

8000

6000

4000

2000

0

m
ax

 er
ro

r



姜山，杜一盟 
 

 
75 

4.3. IEEE-13 节点系统 

4.3.1. 重负荷下的潮流计算 
IEEE-13节点系统为一个病态系统[8]。将系统中所有节点的负荷有功和无功增加到 10倍的初始负荷，

使用张量法和牛顿法计算潮流，平启动，收敛条件为 610ε −= ，结果见表 3。 
由表 3 知，对于 IEEE-13 节点系统，在重负荷时，张量法计算潮流仍然收敛，而牛顿法计算结果发

散，误差振荡。可见，在病态潮流计算中，张量法比牛顿法稳定，可靠。 

4.3.2. 绘制 PV 曲线 
以 1 为步长，只增加 IEEE-13 节点系统所有负荷的有功，使用张量法和牛顿法绘制 PV 曲线。以负

荷为 X 轴，10 号节点电压为 Y 轴，使用上次计算的值作为下次迭代的初值进行计算，每次迭代收敛条件

为 610ε −= ，结果见图 4、图 5。 
 

Table 2. The load flow result for IEEE-11  
表 2. IEEE-11 节点潮流计算结果 

 张量法 牛顿法 

收敛精度 10e−2 10e−2 

迭代次数 5 发散 

条件数 7146.013605 5023245.950943 

 
Table 3. The load flow result for IEEE-13 in heavy loading 
表 3. IEEE-13 节点系统重负荷下潮流计算结果 

 张量法 牛顿法 

收敛精度 10e−6 10e−6 

负荷数 10 倍额定负荷 10 倍额定负荷 

迭代次数 16 发散 

条件数 9823.575832 9823.575832 

 

 
Figure 4. The PV-curve of IEEE-13 system with tensor method 
图 4. IEEE-13 节点系统张量法计算 PV 曲线 
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Figure 5. The PV-curve of IEEE-13 system with Newton method 
图 5. IEEE-13 节点系统牛顿法计算 PV 曲线 

 
由图 4、图 5 中知，当系统有功负荷达到 19 倍的初始负荷，如果继续增大负荷，牛顿法将发散，但

张量法在达到 38 倍的额定负荷时依然收敛。这又一次证明了再计算病态潮流问题时，张量法的可靠性高

于牛顿法。 

5. 结论 

由以上结果我们可以得出以下结论： 
1) 对于良态的潮流问题，张量法的运算效率和可靠性与牛顿法大致相同。 
2) 对于病态潮流问题，张量法的可靠性远高于牛顿法。 
3) 对于不收敛的潮流问题，张量法能够保证潮流计算的不发散。 
4) 由于使用内插 p 个已求点来拟合张量模型 cT ，使得张量法所需要的存储空间和计算量同牛顿法相

比并无太大的增加，因而张量法是一种比较实用的病态潮流计算方法。 
5) 在绘制 PV 曲线的过程中，张量法比牛顿法具有更高的可靠性 
因此，张量法适合求解电力系统病态潮流与绘制系统 PV 曲线。 
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附录 A：张量法求解详细推导过程 

1) 做正交分解 1

0

p

R p
S QR Q

n p
 

= =   − 
  ，取置换阵 

0 0 1

0 1 0

1 0 0

P

 
 
 
 =
 
 
  

 

    

 

    

 

 

则 ˆS QPPR QS= = ，Q QP=  是Q 的列的置换， Ŝ PR= 是 R 的行的置换。 

2) 计算 1 2
ˆ ˆ ˆJ JQ J J = =  ，

( )
1̂

n n pJ R × −∈ ， 2
ˆ n pJ R ×∈ ；定义

1T

2

ˆ
ˆ

ˆ
d

d Q d
d

 
= =  

  
， 1̂

n pd R −∈ ， 2
ˆ pd R∈ ，

则 

{ } { }

{ }

22T T

2

1 1T
1 22

2 2

2T
1 1 2 2 2 2

1 1ˆ ˆˆˆ
2 2

ˆ ˆ1 ˆˆ ˆ 0
ˆ ˆ2

1ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ 0
2

y Jd a S d y Jd a S d

d d
y J J a S

d d

y J d J d a S d

+ + = + +

       = + +               

= + + + =

                       (A-1) 

3) 找到正交阵 ˆ n nQ R ×∈ ，使得 

T 1
1

ˆ ˆ
0

n p

n qJQ J
q

−

− 
=  
 



 

式中 1J 为对角元素非零的上三角阵。由于 1̂J 可能是列亏秩的，因而 q p≥ 。 
4) 计算 

T 2
2

3

ˆ ˆ
p

n qJ
Q J

qJ
  −

=  
 





， 1T

2

ˆ y n q
Q y

y q
− 

=  
 





， 1T

2

ˆ
p

a n q
Q a

a q
− 

=  
 





，则(A-1)式可变为： 

{ }

{ }

2T T T T T
1 1 2 2 2 2

21 1 T21
1 2 2 2

2 23

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
2

1ˆ ˆ ˆˆ 0
20

Q y Q J d Q J d Q a S d

y aJJ d d S d
y aJ

+ + +

     
= + + + =     
      



 



 

 

5) 在最小二乘意义下求解： 

{ }2T
2 3 2 2 2 2

1ˆ ˆˆ 0
2

y J d a S d+ + =

   

找到 2d̂ ，即 

{ }
2

2T
2 3 2 2 2 2ˆ

2

1ˆ ˆˆmin
2pd R

y J d a S d
∈

+ +

   
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6) 当 q p= 时，回代求解，即求解 { }2T
1 1 1 2 2 1 2 2

1ˆ ˆ ˆˆ
2

J d y J d a S d= − − − 

   

得到 1̂d 。当 q p> 时，需要求 1̂d 在最小二乘意义下的解。 
7) 计算 ˆd Qd= ，得到 d 。 
当计算出 d 后，可以修正当前迭代点 cx ，即 cx x d+ = + ，得到下一个迭代点 x+ 。计算功率失配量， 

如果
P
Q

ε
∞

∆
<

∆
，则停止计算，否则，重复计算直到收敛。 
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