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Abstract 
We present an effective method to calculate the phase matching parameters based on angle pro-
jection in biaxial crystal. By exploiting the angle definition introduced by Japanese mathematician 
Kodaira Kunihiko, we deduce the angular relations in geometry and obtain the expressions of re-
fractive indices depending on angular orientation of wave vector and optical axis angle. It can be 
directly applied in phase matching conditions. Taking biaxial crystal BIBO as an example, we cal-
culate the relations of phase matching angles and effective nonlinear coefficient in Spontaneous 
Parametric Down-Conversion process (SPDC) for the type I and type II. We further compare the 
SPDC with double frequency process, and discuss the physical meaning of angular gradient of re-
fractive index. This approach is convenient to calculate phase matching parameters without solv-
ing the quadratic Fresnel equations. 
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摘  要 

本文介绍了一种通过角度投影方法计算双轴晶体中相位匹配参数的有效方法。该方法利用日本数学家小

平邦彦对角度概念的推广，借助两个光轴与光波矢量之间的角度关系，通过角度投影方法确定了折射率

计算所需角度参量的解析表达式，可直接用于相位匹配条件。文章以双轴晶体BIBO为例，数值模拟自发

参量下转换过程中I类、II类相位匹配的角度关系和有效非线性系数。通过进一步对比自发参量下转换和

倍频过程，讨论了角度表象下折射率梯度的物理意义。该方法在求解参量过程中的相位匹配参数时，避

免了求解二阶菲涅尔方程过程，理论计算更便捷。 
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相位匹配，双轴晶体，计算，折射率梯度 

 
 

1. 引言 

非线性频率变换是光与物质相互作用的参量过程，其材料的量子态不变，即光场与物理系统之间没有

能量、动量或角动量的转换。过去几十年，随着新型非线性晶体材料的研究，非线性频率变换在激光技

术中得到飞速发展。自 1961 年 Franken 等人首次发现二次谐波以来[1]，和频、差频、三次谐波和四波混

频等参量过程相继被发现，成为产生不同频谱的有效方法。1995 年，Kwiat 等人利用 BBO 晶体产生高效

偏振纠缠光子[2]，自此，在非线性晶体中利用参量下转换方法成为产生纠缠光子的主要手段，如，LBO [3]，
KDP [4]，BBO [5], KTP [6]以及半导体材料[7]等，使得纠缠光子的产生效率得到很大提高。在此基础上，

新型晶体PPLN [8]以及BIBO [9] [10]等的应用，将非线性频率变换技术在量子光学领域得到进一步推广。 
影响非线性参量下转换效率的两个重要因素是晶体的非线性系数和相位匹配条件。在实际参量下转换

过程中，由于不同波长光的折射率不同，在晶体内传播具有不同的速率和传输路径，存在色散和时间空

间走离[11] [12]，因而非线性转换效率难以提高。目前，常用的双折射相位匹配(BMP)技术是通过选择波

矢方向和偏振方向来实现的。在超快激光泵浦情况下，光束色散导致泵浦峰值功率降低，使得参量下转

换效率难以提高。另外，晶体的各向异性使得自发参量下转换过程产生的纠缠光子对呈现不对称空间分

布[13]，影响纠缠光子的纠缠度。在双轴晶体特别是斜方晶体中，这种不对称的窄化滤波作用更加明显，

可以将空间发散严重的宽带差准直泵浦光束整形为窄带小发散角的超细光束，提高光子的纠缠度。由于

斜方晶系的结构复杂，在非线性相位匹配条件的计算难度很大。目前，关于双轴晶体中相位匹配参数的

计算普遍采用姚建铨的方法，该方法将双轴晶体等效为单轴晶体，然后求解菲涅尔方程[14] [15]，非常复

杂。若能够找到一种在双轴晶体中计算相位匹配条件的简便方法，对非线性光学和量子光学领域都具有

重要理论和实际意义。 
本文针对斜方晶系晶体在非线性频率变换中的相位匹配问题，提出了一种基于角度计算的相位匹配方

法。该方法利用日本数学家小平邦彦对角度概念的推广，通过角度投影的方法，确定了光波矢量和两光

轴与之间夹角与相位匹配角之间的关系。折射率通过角度直接计算，避免了求解二阶菲涅尔方程，获得

相位匹配条件更为便捷。文章以单斜晶体 BIBO 的自发参量下转换过程为例，获得了 I 和 II 类相位匹配

的角度关系和有效非线性系数，进一步结合自发参量下转换和倍频过程的对比讨论了角度表象下折射率

梯度的物理意义。 

2. 角度计算 
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在介电主轴坐标系( xyz )下，依据波法线菲涅尔方程可以计算光沿任意方向传输的折射率，而晶体参

数是在晶体主轴坐标(abc)下测得。在斜方晶系中，这两个坐标系统之间并不是完全平行的。为了获得折

射率与角度之间的关系，先将介电主轴坐标( xyz )沿 z 轴旋转φ 角，再将坐标 x y z′ ′ ′沿 y′轴旋转θ 角，得

到实验室坐标 x y z′′ ′′ ′′，如图 1 所示。这里θ 是 x z′ ′面内相对于介电主轴 z 偏转的极角，φ 是 xy 面内相对

于介电主轴 x 的方位角。两光轴 C1，C2 对称地分布于 z 轴两侧，且与 z 轴之间的夹角分别为Ω和 −Ω。 1θ
和 2θ 是波矢量 k 与两光轴 C1，C2 之间的夹角，θ ′和θ ′′则分别是波矢量 k 在 yz 面、xz 面的投影与 z 轴之

间的夹角。 
根据波法线菲涅尔方程，可得光束的两正交特许线偏振光的折射率 1,2n 为[16] 

( ) ( )2 2
1 2 1 2

2 2 2
1,2

cos 2 sin 21

x zn n n
θ θ θ θ± ±      = +                          (1) 

取正负号便可得两个折射率 

( ) ( )
1 2 2 2 2

1 2 1 2cos 2 sin 2
x z

z x

n n
n

n nθ θ θ θ
=

+ + +      
                     (2a) 

( ) ( )
2 2 2 2 2

1 2 1 2cos 2 sin 2
x z

z x

n n
n

n nθ θ θ θ
=

− + −      
                    

 
(2b) 

其中，光轴角Ω可表示为[17] 

2 2

2 2arcsin y xz

y z x

n nn
n n n

 −
 Ω =
 − 

                               (3) 

xn ， yn ， zn 是三个主轴折射率。若公式(2)中的角度 1θ 和 2θ 已知，则两个折射率可以计算出来直接

应用到相位匹配条件。 
 

 
Figure 1. The schematic showing the coordinate transformation of the dielectric axis ( xyz ), the 
crystal principal axis (abc), and the lab frame ( x y z′′ ′′ ′′ )                                      
图 1. 介电坐标( xyz )、晶体主轴坐标(abc)及实验室坐标( x y z′′ ′′ ′′ )之间的变换关系          

下面利用日本数学家小平邦彦对角度定义的推广[18]，通过角度投影法计算角度 1θ 和 2θ 与Ω，θ 和φ
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之间的关系。首先将波矢量 k ( OK


)及线段 zK 分别投影到 yz, xz 平面内，得到 1OK


， 2OK


， 1zK


和 2zK


。

θ 可表示为 

tan zK
Oz

θ =                                       (4) 

由于线段 1zK 是 zK 在 yz 面的投影，则直角三角形 zK1K 满足关系 

( )1 cos π 2 sinzK zK zKφ φ= ⋅ − = ⋅                           (5) 

而θ ′角可表示为 

1 sintan tan sin
zK zK
Oz Oz

φθ θ φ⋅′ = = = ⋅                         (6) 

在四面体 O-C2zK1 中，根据三角余弦关系有 

( ) ( )2 1cos cos cosC OK θ ′∠ = ⋅ Ω                              (7) 

其中， 2 1C OK∠ 是 OC2 和 OK1 之间的夹角。而 2zK 是 zK 在 xz 面的投影，则在直角三角形 zK2K 中满足关

系 

( )2 sin π 2 coszK zK zKφ φ= ⋅ − = ⋅                            (8) 

xz 面内的θ ′′角满足 

2 costan tan cos
zK zK
Oz Oz

φθ θ φ⋅′′ = = = ⋅                           (9) 

根据四面体 O-C1zK2 中的三角余弦关系 

( ) ( )1 2cos cos cosC OK θ ′′∠ = ⋅ −Ω                            (10) 

其中， 1 2C OK∠ 是 OC1 和 OK2 之间的夹角。从图 1 的几何关系，能够得到 

1 2C OK θ ′′∠ = Ω−                                  (11a) 

( )2 2C OK θ ′′∠ = − −Ω                                (11b) 

与上述过程类似，在四面体 O-KK2z 内根据余弦关系得到 

2cos cos cosK OKθ θ ′′= ∠ ⋅                               (12) 

一般条件下， 0 90θ≤ < 且 0 90φ≤ ≤ ，在四面体 O-KK2C1 和 O-KK2C2 内，根据三角余弦关系有 

( ) ( ) ( )1 2 1 2cos cos cos cos cos cosK OK C OKθ θ θ θ′′ ′′= ∠ ⋅ ∠ = ⋅ Ω −             (13) 

( ) ( ) ( )2 2 2 2cos cos cos cos cos cosK OK C OKθ θ θ θ′′ ′′= ∠ ⋅ ∠ = ⋅ +Ω             (14) 

其中， ( )arctan tan cosθ θ φ′′ = ⋅ 。当 90 180θ< ≤ 及 0 90φ≤ ≤ 时，取 ( )arctan tan cosθ θ φ′′ = − ⋅ ，当 90θ =  ,
0 90φ≤ ≤ 时，由公式(13)和(14)得到 

( )1 1cos cos sin cosC OOθ φ′= ∠ = Ω⋅                         (15) 

( )2 2cos cos sin cosC OOθ φ′= ∠ = − Ω⋅                       (16) 

公式(13)-(16)就是介电主轴坐标(xyz)和实验室坐标( x y z′′ ′′ ′′ )之间的角度转换关系，θ ′和θ ′′是θ 在 yz 面
和 xz 面的投影。当参数Ω ，θ 和φ 已知时，可以得到角度 1θ 和 2θ 的大小，然后由公式(1)得到两个折射
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率 1,2n 。 
如果光轴角 0Ω = ，就有 1 2θ θ θ= = ，如图 2 所示。斜方的双轴晶体等效为单轴晶体。公式(1)简化为 

o xn n= 和
2 2

2 2 2

1 cos sin

e x zn n n
θ θ

= +                           (17) 

其中， on 和 en 就是单轴晶体中寻常光和异常光的折射率，θ 是波矢量 k 与光轴之间的夹角。所以单轴晶

体属于双轴晶体的特殊情况，同样满足上述推导的角度关系。 
前述角度计算方法是在单斜晶系中展开，也可以拓展到三斜晶系，如图 3 所示。三斜晶系的三晶轴

a，b，c 之间均不垂直，若将图 3 中的 b 轴也做一次类似的投影分解，分解为垂直和平行于 b、c 晶轴构

成平面的线段。根据三角余弦关系 1 2cos cos cosβ β β= ⋅ 求解角度，便可获得三斜晶系中利用参数Ω，θ 和

φ 表示 1β 和 2β 的关系式。进一步借助前述式(1)-(3)可以求得三斜晶系的折射率。 
 
 

 
Figure 2. The angle relations in monolithic crystal for 0Ω =                                 
图 2. 0Ω =  时单斜晶体中的角度关系                                                 

 

 
Figure 3. The angle relations and axial projection in triclinic crystal                           
图 3. 三斜晶体的角度关系与晶轴投影                                               

3. 角度表象下的相位匹配 
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非线性参量过程中，相位匹配条件对输出光的转换效率至关重要。双轴晶体中的相位匹配条件较单轴

晶体尤为复杂，目前关于这一问题求解均需求解菲涅尔方程。这里，我们利用前面推导的双轴晶体中角

度关系，直接应用折射率的相位匹配条件，避免复杂的分析和求解过程。相位匹配条件下的非线性频率

变换，入射光和出射光满足能量和动量守恒定律，可表示为 

p s iω ω ω= +                                     (18a) 

p s ik k k= +
  

                                    (18b) 

上式中 pω ， sω ， iω 为泵浦光频率，信号光频率，闲频光频率， pk


， sk


， ik


则分别为泵浦光、信号

光和闲频光的波矢量。由于晶体的双折射效应，每束光在晶体内均以快光(fast)或慢光(slow)形式传输，相

应的折射率表示为 fn ， sn ，公式(18b)有下面两种形式 

( ) ( ) ( )p s ik slow k fast k fast= +
  

                           (19a) 

( ) ( ) ( )p s ik slow k fast k slow= +
  

                           (19b) 

公式(19a)为一类相位匹配，而公式(19b)为二类相位匹配。 
在简并参量下转换相位匹配条件下，一个入射光子分裂为一对频率相等的低能量相关光子

( 2 2s i pω ω ω ω= = = )，满足公式(18)的能量和动量守恒定律。为表示方便起见，将波矢量表示为

( ) ˆ, l
l l l l lk n k

c
ω

θ φ=


 (l = p, s, i)，其中 ln 为光子折射率， l̂k 为单位矢量， lθ ， lφ 为对应的极角和方位角。在

共线情况下，两类相位匹配条件简化为折射率形式 
( ) ( ) ( )2 , , 2, , 2, ,ps sf ifn n nω θ φ ω θ φ ω θ φ= +                     (20a) 

( ) ( ) ( )2 , , 2, , 2, ,ps sf isn n nω θ φ ω θ φ ω θ φ= +                     (20b) 

其中， lmn  (l = p, s, i; m = slow, fast) 为基波和下转换光波所对应的折射率。利用公式(2)给出的折射率代

入上式，可以得到相位匹配角度关系 ( ),θ φ ，并以此为基础可以计算其他相位匹配参数。 
以单斜晶系的 BIBO 晶体为例，将公式(13)和(14)的角度关系代入公式(2)得到快光和慢光的折射率，

然后代入公式(20)，可以得到一类和二类相位匹配条件下的角度关系。利用室温条件下的晶体参数，数值

模拟公式(20)参量下转换过程的相位匹配条件，得到泵浦光 400 nmλ = 的 I 类相位匹配关系，如图 4(a)
所示；泵浦光 800 nmλ = 的 II 类相位匹配关系，如图 4(b)所示。 

 

 
(a)                                        (b) 

Figure 4. The angles’ relations of phase matching during SPDC process in BIBO crystal, (a) the 
type I at fundamental wavelength 400 nmλ = ; (b) the type II at fundamental wavelength

800 nmλ =                                                                        
图 4. BIBO 晶体中 SPDC 过程相位匹配的角度关系；(a)泵浦光 400 nmλ = 的 I 类相位匹配；

(b)泵浦光 800 nmλ = 的 II 类相位匹配                                                

以图 4 相位匹配角度关系为基础，可以进一步获得有效非线性系数 effd 等其他相位匹配参数。例如，
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以 BIBO 晶体为例，I 类、II 类相位匹配条件下有效非线性系数与相位匹配角 ( ),θ φ 的关系分别为[19] [20] 

( )2 2 2
11 12

2
13 14

cos 3cos 1 cos sin

sin sin sin 2 cos 2

sff
effd d d

d d

φ φ θ φ

θ φ θ φ

 = − − − 
− −

                   (21a) 

( )2 2
11 12 14sin 3cos 2 cos cos sin sin 2sfs

effd d d dφ φ θ φ θ φ = + − +                (21b) 

其中 1 jd  (j = 1, 2, 3, 4) 为矩阵张量系数。 
取晶体参数 400λ = ， 11 2.53 pm Vd = ， 12 3.2 pm Vd = ， 13 1.76 pm Vd = − 以及 14 1.66 pm Vd = ，

利用图 4 的相位匹配角度关系，数值模拟公式(21)得到 I 类和 II 类相位匹配条件下有效非线性系数随角度

的变化关系，如图 5 所示。图 5(a)描述了 I 类相位匹配条件下泵浦光 400 nmλ = 时， effd 与θ ，φ 之间的

变化关系。而图 5(b)描述了 II 类相位匹配条件下泵浦光 800 nmλ = 时， effd 与 θ ，φ 之间的变化关系。

从该图可以确定 BIBO 晶体的最佳相位匹配方向，确定晶体的切割角度和泵浦光的入射方向。这些结果

与之前采用姚建铨方法取得的结果是一致的。 

4. 角度表象下折射率的优势 

角度表象下的折射率可以直接应用于相位匹配计算，简捷方便。现在以图 6 所示的斜方晶体中 I 类
共线简并相位匹配进行说明。图中 B 点是两折射率椭球交叠位置之一，满足相位匹配条件。假如激光沿

OB 线方向传输，下转换光束在该线附近存在弥散。在傍轴和宽晶体近似条件下，对折射率 ( ),n θ φ 进行零

阶和一阶泰勒展开，得到线性失配量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 0 0 0, , , , ,p p p pk k k c n nδ θ φ θ φ θ φ ω θ φ θ φ′≡ − − =
  

                (22) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
0 0

0 0 1 1
,

, d , d d , d d , d d , dp p pn n n n n
θ θ φ φ

θ φ θ φ θ θ φ φ θ φ θ θ φ φ
= =

′  = + − +           (23) 

( )0 0,pn θ φ′ 是 ( )0 0,θ φ 点的折射率梯度，线性失配δ 不为零。这里，泵浦光的折射率角梯度 pn′ 接近最

佳相位匹配方向 oz′′，且其绝对值 pn′ 可看作椭球的离心率。对于 BIBO 晶体的 I 类自发参量下转换过程， 
 

 
(a)                                  (b) 

Figure 5. The variation relation of effd  along with azimuthal angle φ  in BIBO crystal, (a) the 

type I at fundamental wavelength 400 nmλ = ; (b) the type II at fundamental wavelength 
800 nmλ =                                                                       

图 5. BIBO 晶体中有效非线性系数 effd 随方位角φ 的变化关系；(a)泵浦光 400 nmλ = 时 I 类

相位匹配，(b)泵浦光 800 nmλ = 时 II 类相位匹配                                   
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Figure 6. The optimal phasing matching of collinear parameter process in orthorhombic crystal   
图 6. 斜方晶体中共线参量过程中最佳相位匹配情况                                   

 

effd 在 yz 面内具有最大值，(23)式的第二部分为零，其绝对值达到最大值。对于斜方晶体的两个折射率曲

面变为一个椭球和一个圆球，恰如单轴晶体中参量下转换的 ( )e o o→ + 情况，倍频过程中 ( )e e o+ → ，折

射率梯度 pn′ 获得最大值。换句话说，若要得到 BIBO 晶体的 I 类最佳相位匹配，泵浦光沿着椭球，而下

转换光或倍频光就必须沿着圆球。可以看出，借助角度表象下的折射率很容易确定相位匹配角，而且可

以直接地确定泵浦光和转换光传输路径。 

5. 结论 

本文介绍了一种在双轴晶体中计算相位匹配参数的简单方法。通过角度投影的方法推导两个光轴与波

矢量夹角之间的关系，得到角度表象下折射率的解析表达式，该折射率表达式可直接应用于相位匹配条

件。文章以 BIBO 晶体的自发参量下转换过程为例，计算了 I 类、II 类相位匹配条件下的角度关系和有效

非线性系数。通过对比自发参量下转换过程和倍频过程，讨论角度表象下折射率梯度的物理意义。该相

位匹配方法的计算避免了求解菲涅尔方程，使双轴晶体中相位匹配参数的计算更为便捷。 
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