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Abstract 
The analytical solution of the magnetic field of the cylindrical conductor is more advantageous 
than the approximate numerical solution. This paper optimizes the equivalent substitution relation 
of arc differential under arc condition and stereoscopic coordinate system under two-dimensional 
condition. It reduces the number of variables in the function and reduces the difficulty of integra-
tion. The integral process avoids the problem of total elliptic integration. It can be used to calcu-
late the exact value of electromagnetic field of the cylindrical guide rail of the electromagnetic 
gun. 
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摘  要 

圆柱导体磁场的解析解比近似数值解算法更有优越性。把平面光滑曲线弧微分拓展到立体坐标系中，二

维条件下的弧微分与立体坐标下的弧微分构成优化的等价代换关系，减少了函数中变量的数量，积分过

程避开了解全椭圆积分，降低了积分的难度，积分结果得到了有限形式的封闭解。可用于电磁炮圆柱导

轨电磁场的精确值计算。 
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1. 引言 

本文以探讨有限长圆柱导体磁场的解析解，解决其精确值的计算方法问题为目的。解析解能够直接

揭示函数的变化规律，用解析方法得到的解析解能够用显式表达变量之间的依赖关系，这是其它形式所

不能替代的，该独特的优势使解析解成为函数积分的核心内容。起着决定作用的解析解不存在数值不稳

定的问题，可被人重复导出，具有科学美，解析解的计算量极少，计算精度高，可以用于校验数值解，

解析解是数值解的基础，数值解与解析解不一致时，数值解必然有误，解析解作为计算公式易于掌握，

被广泛用于解决工程问题[1]。 
很长时间内，电磁场的解析解局限在揭示一维和二维的函数变量关系，虽然也可以求得个别三维介

质中的解析解，但仅局限于特殊的、简单的变量条件，缺乏普适性。现有磁场解析方法的综合应用，对

于一维或二维的问题，一般只需要一种解析方法就能求解；对于三维问题，常需要结合多种方法才能求

解[1]。实际中都为三维介质，近 10 多年，电磁场解析方法尽管取得了巨大进步，就简单的均质直导体来

说，无论无限长、有限长直导线都可得到其磁场的解析解，但对于三维的有限长圆柱导体，要求得其空

间任一点的磁场，就目前的算法，由于是圆形场源的存在，不可避免的要遇到解全椭圆积分问题，鉴于

全椭圆积分没有解析解，除个别特殊点可积分外，大都不可积，往往是借助于计算机软件来完成其近似

的数值计算。探讨圆柱导体磁场的解析解算法对电磁学教学、工程应用都显得很有必要。 

2. 平面光滑曲线与立体坐标下的弧微分等价代换法 

2.1. 弧微分等价代换法即 ds(Φ) = ds(α) 

如图 1，以电流方向平行于⊙O 电流环圆心轴的电流元 idℓ在任一点 ( ), ,P a y z 所在平行圆周⊙O′上，

沿 P 点切线方向的磁场 dB 切为例，讨论弧微分等价代换法即 ds(Φ) = ds(α)成立。 
在 ΔAOA'中，过 A 作 AM OA′⊥ 交 OA'于 M， sin sinxAM OA r= ∆Φ = ∆Φ， 

cosx xA M OA OM r r′ ′= − = − ∆Φ ； PP a′ = ， AP ρ= ， A P ρ ρ′ = + ， APP α′∠ = ， APA α′∠ = ∆ ，过

A作 AD PA′⊥ 交PA'于D， sin sinAD AP α ρ α= ∆ = ∆ ， cosA D A P PD ρ ρ ρ α′ ′= − = + ∆ − ∆  [2] [3] [4]。 
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Figure 1. The tangential magnetic field of a thin circular conductor 
图 1. 切片的薄圆环导体的切向磁场 

 
分析弧微分等价代换，即 ds(Φ) = ds(α)成立。 
在直角 ΔAMA'中， 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

sin cos

sin 1 cos ,

x x x

x

AA s AM A M

r r r

r

φ

φ φ

φ φ

′ ′= ∆ = +

= ∆ + − ∆

= ∆ + − ∆

 [5] 

在直角△ADA´中， 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

22

sin cos

sin 1 cos ,

AA s AD A D

AP A P AP

α

α α

ρ α ρ ρ α

′ ′= ∆ = +

′= ∆ + − ∆

= ∆ + ∆ + − ∆  

 

因|AA'|(=Δs)是小直角 ΔAMA'和小直角 ΔADA'公共斜边，所以 

( ) ( ) .s s A Aφ α ′∆ = ∆ =    

令函数 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

22

sin 1 cos

sin 1 cos 0,

x

Z s s

r

φ α

φ φ

ρ α ρ ρ α

= ∆ − ∆

= ∆ + − ∆

− ∆ + ∆ + − ∆ =  

 

函数 Z 对△s(Φ)和△s(α)的偏导数： 

( )
( ) ( )2 2

0 0

sin 1 cos
lim lim ,x

x

rZ s r
s φ φ

φ φ
φ φ φ∆ → ∆ →

∆ + − ∆∂ ∆
= = =

∂∆ ∆ ∆
 [6] 

( )
( ) ( ) 22 2

2

0 0

sin 1 cos dlim lim ,
d

Z s
s α α

ρ α ρ ρ α ρ
ρ

α α α α∆ → ∆ →

∆ + ∆ + − ∆ ∂ ∆   = = = +  ∂∆ ∆ ∆  
 [6] 

函数 Z 的全微分：因为 ( ) ( ) 0Z α= ∆ Φ −∆ = ， 
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且 ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

,

dd d d d d 0,
dxs s

Z ZZ r
s sφ α

ρ
φ α φ ρ α

φ α α∆ ∆  

∂ ∂  = − = − + = ∂∆ ∂∆  
 

即

2
2 d d d ,

d xr
ρ

ρ α φ
α

 + = 
 

 

所以弧微分等价代换即 ds(Φ) = ds(α)成立。 
说明：在立体坐标系中，因 PP a′ = 是⊙O 环所在平面的已知垂线(即 a 为常量)，沿函数曲线当

A'→A(或 AA'→0)时，直角 ΔPP'A'→直角 ΔPP'A(全等)，即 ΔPP'A'和 ΔPP'A 各自所在的平面趋向于同一极

限，有 PA'→PA(且 PA PP A′⊂ ∆ 所在平面)、 A PPα α ′ ′+ ∆ →∠ 。 

且 ΔPP'A 中，
cos

a
ρ

θ
= ，则 

( )
( )

2

2 2
2

2 2

d
d cosd d d d .
d cos cosd

a
a as ρ αα ρ α α α

α α αα

 
      = + = + =   

   
 

由以上 ds(Φ) = ds(α)成立可知，式 

( )
2

2
2

dd d d
d cos

as ρα ρ α α
α α

 = + = 
 

 [7] 

同样是求弧微分的方法，应用时可根据具体问题的需要，把 ds(Φ)与 ds(α)作等价代换使用。 
由以上所述可以得出弧微分等价代换定理：直角坐标系中，平面光滑曲线．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．C．是函数．．．z． =． f．(．y．)．在区间．．．(．a．，．

b．)．内的图像，其弧微分．．．．．．．．． 

( ) 2
d 1 d ;s f y y′= +     

极坐标中平面光滑曲线．．．．．．．．．．C．满足．．r． =． r．(Ф)．．．，．[．Ф．0≤Ф≤Ф．．．．n]． [．也即．．r．(Ф)．．．在．(．Ф．0，．Ф．n)．上有连续导数．．．．．．]．，．其弧微分．．．． 

( ) ( ) ( )2 2
d d ;s r rφ φ φ φ′= +        

在所构成的立体坐标系中，存在任一已知关系点．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．P．(．a．,．y．,．z．)．，．P．点到平面光滑曲线．．．．．．．．C．弧微分．．．d．s．(．Φ
．

)．的距．．
离为．．ρ

．
(．α
．
)．，．α

．
为．P．点直线．．．x． =． a．与直线．．．ρ

．
(．α
．
)．的夹角，则弧微分存在．．．．．．．．．． 

( ) ( )d d ,s sφ α=  

即． 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2d d d ,
cos

ar rφ φ φ ρ α ρ α α α
α

 ′ ′+ = +                 
或  

称之为平面光滑曲线弧微分与立体坐标系中弧微分的等价代换定理，简称弧微分等价代换定理．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．[7]．．．。 
根据弧微分等价代换定理．．．．．．．．．，如图 1，可把⊙O 中平面扇形 AOA'的弧微分 ds(Φ)变换成由空间扇形 APA'

构成的弧微分形式 ds(α).由于 ds(Φ) = ds(α)是等价代换，将电流方向平行于圆心轴 OO'的圆环⊙O 磁场被

积式由关于自变量 Φ 转换成关于自变量为 α和弧微分为 ds(α)的形式再进行积分，求得积分解析解就可使

数值计算达到精确值要求。 

2.2. 有限长圆柱导体空间任一点的沿平行圆周切向磁场 BP 切的解析算法 

讨论：结合图 1，要求得有限长圆柱导体空间外平行圆周上任一点 P 的沿该点切线方向磁场 B 切的解
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析解，想象圆柱导体是由沿电流方向的互相平行的密集细导线组成。以圆柱导体的中心为基准轴，任取

一个由密集细导线组成薄皮圆管(如半径 rx 处)导体。为求得该薄皮圆管导体在 P 点的 B 切磁场，若采用先

求有限长直导线以及薄皮圆管导体在 P 点的 B 切磁场，再对圆柱导体求积分的路子，不可避免遇到解全

椭圆积分问题；要避开解全椭圆积分，就需调整积分次序，采用在该薄皮圆管导体上选任一横截面位置

取得导体圆环元素，并使用弧微分等价代换定理．．．．．．．．．，即根据⊙O 和⊙O′之间距离 a 为常量，以及 a 与变量

斜边 ρ、角 α构成直角三角形关系，具有减少变量的优势，使用 a、α、ρ表述的弧微分形式 

( ) ( ) ( )2 2

2d d d ,
cos

as α ρ α ρ α α α
α

 ′= + =          
 

以等价代换⊙O 中的弧微分 ds = rxdΦ，同时把变量 Φ 变换成 α，以完成积分变换，先对 idℓ所在的

切片薄圆环电流磁场积分，然后再针对有关 dℓ进行积分，求得薄皮圆管在 P 点处的沿所在平行圆周切线

方向磁场 B 切的解析解，继而得到圆柱导体在 P 点切向磁场的解析解。 

2.2.1. 电流平行于圆心轴的薄圆环上电流元的磁场 dBP 切 
如图 1，在有限长圆柱导体内的一个薄皮圆管(半径 rx 处)导体上，选任一横截面处取得薄圆环元素(即

⊙O 环)。圆柱导体外任一点 P 位于平行于⊙O 的⊙O′圆周上，在⊙O 圆环上任选取电流元 idℓ (idℓ平行

于|OO’|)，P 与 idℓ连线为 ρ， PP O′ ⊥ ， PP a′ = ， ( )d ,i ρ α∠ = ， O P R′ = ，rx 与|OP’|的夹角 Φ，dB
与 dB 切的夹角 β，P 到 idℓ直线的距离为 k。 

讨论电流元 idℓ在 P 点所在⊙O′平行圆周上，沿 P 点切线方向的磁场 dB 切。 
由毕奥–萨伐尔定律，电流元 idℓ在 P 点的磁场 

0
2

sind d ,
4π

i
B

µ α
ρ

=   

dB 在 P 点的沿⊙O’圆周切线方向磁场 dB 切， 

d
cos ,

d
B
B

β=切  

0
2

sind d cos d cos .
4π

i
B B

µ αβ β
ρ

= ⋅ = ⋅切  

cos , ;
cos

a aα ρ
ρ α
= =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2d d d d d .

cos x
as s rα ρ α ρ α α α φ φ
α

′= + = = =    

α与 k 的函数关系， 

atan .k α=  

β所在的三角形满足： 

2 2 2 2 2 22 cos cos sin ,x xr k R kR k R r Rβ β β= + − ⇒ = ± −  

2 2 2 2
2 2 2 tan

tan cos sin cos
2 tan

x
x

a r R
a R r R

aR
α

α β β β
α

− +
= ± − ⇒ =  
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使用弧微分等价代换定理．．．．．．．．．，电流元 idℓ在⊙O′平行圆周 P 点处，沿切线方向上的磁场 

( )

( )

0
2

2 2 2 2
0

2 2

2 2 2 20
2

sind d cos d
4π

tansin d d
4π 2π 2 tan cos

cos

cos tan d d .
2π8π

x

x

x
x

i
B n s

a r RNi a
r aRa

I a r R
rRa

µ α β
ρ

µ αα α
α α

α
µ

α α α

= ⋅

− +
=

 
 
 
′

= − +







切

 

2.2.2. 电流方向平行于中心轴的薄皮圆管导体的 B 切磁场 
如图 2，在半径为 rx 薄皮圆管的任一圆环上任选一个圆环元素 ΔS (=ds)，该圆管圆周上单位长度的电

流元 idℓx 个数为 n，整个圆环圆周上电流元总数为 N 个[有 ( )2π xn N r= ，且 n →∞ ]，即 ΔS 上有电流元

为 idℓxnds 个，有 ( ) ( )d d 2π d 2πx x x x xni Ni r I r= = ′   ，I′是通过圆环元素的线电流之和，且 

( ) ( ) ( )2d d cos ds s aα α αΦ = = 。 
先对 I’dℓ所在的切片薄圆环电流的 P 点切向磁场积分，再对薄皮圆管电流切向磁场积分。 

( )

( ) ( )
2 22

1 22

sin
2 2 2 20

2sin

cosd 2 d tan d
8π 2π

x

x x

x

x x

R r
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x x xR ra

x xR r

IB B r R
R r

α

α

µ α α α

+
=

+ + +
−

=
+ −

′
= = ⋅ − +∫∫ ∫ ∫







 



切 切  [6] [8] 

( )
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

22
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22

2 22 2

2 22 2
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8π 2π
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x x
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x x x x

x x x x
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a R r R rI a
R r a R r R r

R r a R r R r a R r
a a

a R r R r R r a R r
a

aa R r R r

R r a R r
a

µ
 + + + + +′ = +
 + + + + −

− + + + + + + −
− +

+ +

+ + + + − + +
− +

+ − + −

+ + − − 








 

 

 

计算结果： 1xr= = ， 1.1R = ， ( )3,2,1,0.5,0.3,0.1,0.01, 0, 0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 0.99a∈ ≠ − − − − − − −  

[ ] (
)

04π 0.00932,0.02125,0.06145,0.1235,0.18465,0.31579,0.45404,

0.4909,0.62759,0.74945,0.77597,0.74945,0.62759,0.4909 .

I Bµ ∈切  

磁场以薄圆管中间横截面为界，成左右对称分布状态。 

2.2.3. 电流平行于中心轴的圆柱导体的 B 切磁场 
如图 3 所示，圆柱导体(1)内、外半径为 r1、r2，圆柱导体外与其同圆心轴的平行圆周⊙O’上有任一

点 P，r1→r2 单位厚度电流环数为 m (=M/rx)，在 rx 处选取圆柱元素 drx，drx 电流环有 

d d dx x x x xmI r MI r r I r r′ = ′ = ，I 是通过圆柱导体的总电流强度。讨论圆柱导体(1)在 P 点的沿该平行圆周切

向的磁场 B1 切。 
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Figure 2. The tangential magnetic field of a thin circular barrel conductor 
图 2. 薄皮圆管导体的切向磁场 

 

 
Figure 3. The magnetic field of a cylindrical conductor 
图 3. 圆柱导体的磁场 
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计算结果： 2 1r= = ， 1 0.001r = ， 1.1R = ， 

( )0.1,0.01, 0, 0.01, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 0.99, 1, 1.01, 1.1a∈ ≠ − − − − − − − ≠ − − − 。 

[ ] (
)

04π 2.47505,2.70398,2.71177,2.96494,3.30777,3.3999,

3.30777,2.96494,2.71177,2.70398,2.47505 .

I Bµ ∈1切  

磁场以圆柱导体中间横截面为界，成上下对称分布状态。 

2.2.4. 两个平行圆柱导体，在其一临近导体的平行圆周切向上任一点的叠加磁场 BP 切 
如图 3，P 点临近圆柱导体(1)，且在该导体的平行圆周⊙O 上，导体(1)在 P 点的磁场在 2.2.3 已求得；

P 点离圆柱导体(2)较远，该导体(2)在 P 点的沿平行圆周⊙O 切向的磁场 B2 切是等粗圆柱导体(2)在 P 点产

生磁场 B2 的分量，且 B2 切、B2、R2、OP (=R)均在同一平面，B2⊥R2、B2 切⊥OP， ( )2 2,B B OPO∠ = ∠ ′切 ，

POR∠ = Φ。有 

( )2 2 2 2 2cos , cos ,B B B B B OPO= ∠ = ∠ ′切 切  
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等粗圆柱导体(1)和(2)，在导体(1)的平行圆周 P 点产生的沿该圆周切向的叠加磁场： 

1 2PB B B= +切 切 切  [10] [11] [12] 

由以上对电流方向平行于中心轴的薄皮圆管和圆柱导体磁场的计算，可对两个有限长载流圆柱导体

的磁场进行定性判断。以图 3 的导体(1)为例，导体(2)因距离导体(1)较远，它在导体(1)表面附近产生的磁
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场较弱，导体(1)和(2)的叠加效果，以沿导体(1)中心轴线的竖直平面为界，该竖直平面右侧的导体(1)及其

附近区域的磁场被略有加强，该竖直平面左侧区域的磁场被略有减弱。导体(2)的磁场分布与导体(1)类同。

这表明两个有限长圆柱导体附近的磁场主要是由临近导体产生和决定的，距离较远的导体对其影响是有

限的。 
基于三维的圆柱导体磁场的复杂性，企望使用一两个极少的基本初等函数组合形式来准确表达圆柱

导体磁场的解析解是不太可能的。本文圆柱导体磁场是用有限初等函数组合形式表述的精确解析解，不

存在截断误差，其数值计算结果只存在舍入误差，因此它将优于任何形式的近似数值解算法，在使用时

可根据具体问题的需要，使计算的数值达到和满足其所需的精确值的精度要求。 

3. 结论 

把平面光滑曲线的弧微分拓展到立体坐标系中，准确揭示了圆柱导体空间任一点磁场的数值特征，

根据二维条件的弧微分与立体坐标下的弧微分所构成优化的等价代换关系——弧微分等价代换定理．．．．．．．．．，通

过积分变换，有效减少了积分变量的数量，避开了解全椭圆积分问题，降低了积分的难度，积分结果得

到了有限形式的封闭解。弧微分等价代换定理．．．．．．．．．的应用，为类似的二维弧微分难题求得函数积分的解析解

有了新的方法，圆柱导体磁场解析解也可用于电磁炮圆柱导轨电磁场精确值的计算。 
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