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Abstract: Because of the incomplete information and inequivalent binary relation on the domain, the classic rough set 
model will need to be expanded. On the one hand, the equivalence relations of the rough set model is extended to toler-
ance relations or inclusion relations, which can extend the application range. This paper studies high and low approxi-
mation operators on the basis of this method and compares with the two kinds of relations through case analysis. On the 
other hand, on the basic of granularity of knowledge structure and knowledge representation method, it studies the ap-
proximation operators from two aspects of neighborhood system and granularity. 
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摘  要：由于信息的不完备以及论域上的二元关系常常是不等价的，需要将经典粗糙集模型进行扩充。一方面，

将粗糙集模型中等价关系泛化为容差关系或包含关系，可将粗糙集模型的适用范围扩大，在此基础上研究其上、

下近似算子，并通过案例对比两种关系的差别；另一方面，从基本知识粒度的构造和知识的表示方法上，研究

基于邻域系统和粒度两个方面的上、下近似算子。 
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1. 引言 

粗糙集模型是一种新型的数学工具，主要适用于

处理不精确、模糊和不完备性问题。在认知科学和人

工智能方面尤为重要，同时也是粒度计算研究的重要

方向。该理论模型已经在机器学习与知识发现、数据 

挖掘、决策支持与分析等方面得到广泛应用。目前，

有3个有关粗糙集的系列国际会议，即RSCTC、

RSFDGrC和RSKT。中国学者在这方面也取得了很大

的成果。从2001年开始每年召开中国粗糙集与软计算

学术会议：RSFDGRC2003、 IEEEGrC2005、RSKT 

2006、IFKT2008、RSKT2008、IEEE GrC2008等一系

列国际学术会议在中国召开[2]。 *资助项目：科技部“十二五”国家科技支撑计划课题“文化遗产

知识本体构建存储可视化技术研究”(2012BAH33F03)。 但它同时也存在着一定的问题，例如，缺乏有效
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的代数运算体系来处理现实问题；过于依赖论域上的

关系来表示知识；描述粒度间结构信息的方法过少；

对基本粒度的缺少语义解释等。基于上述原因，需要

将粗糙集模型进行改进。粗糙集模型的核心基础是从

近似空间导出一对近似算子经典Pawlak模型中的不

分明关系是一种等价关系，要求很高。因此，如何推

广定义近似算子成为了改进粗糙集模型的一个重点。 

2. Pawlak 的粗糙集模型 

给定论域U 为有限非空集合且存在等价关系

： ，则称序对  是一个近似空

间或知识库。令

R U U  2UU  ,U R

x U ，Pawlak 定义由等价关系确定

的等价类  R
x 的集合组成 1P 粗糙集集合 。  1PRS

定义 1[2] 设论域 上的等价关系 ，U R X U ，

上、下近似算



子 X apr 、  X 定义为apr ： 

      ,
R

apr X R X x x U x X      

      ,
R

apr X R X x x X x X     

借助对上下近似算子的描述，可以了给出和

等价的另外一种关于粗糙集的定义，称为1PRS 2P 

粗糙集集合。即 

      1 22 ,PRS X X apr X apr X  。 

1PRS 和 统称为 Pawlak 粗糙集。 2PRS

但在许多实际问题中，由于信息的不完备以及论

域上的二元关系往往是不等价的，导致基本粒度的运

算不一定封闭，且代数系统尚不完善，这些因素使得

Pawlak 经典粗糙集模型的应用受到限制，为此必须将

它改进。 

3. 等价关系的泛化 

可以将等价关系泛化为容差关系、量化容差关

系、包含关系、模糊关系等等，下面仅对容差关系和

包含关系进行研究。 

3.1. 容差关系 

由Kryszkiewicz提出的容差关系的关键在于将不

完备信息表中没有值的对象赋予一个 值。这个“ ” “ ”

值有可能是任何值。且这个值是确实存在但被遗漏掉

性信息。如果给定信息表

的，也就是说每个对象都具有实际存在但被遗漏的属

, , ,S U A V f ，其中

 A C d  ，C 是条件属性集 性。对

属性值的属性子集 B A ，Kryszkiewicz

定义了如下的容差关系T [4]。 

定义2[4] 容差关系T 的定义

合 是决策属，d

 

于具有遗漏

：

 
     jc x y c yjc  

,

j

x y U

c B





,BT x y

j jc x

 

      
 

由定义可

一定

以看出： 满足自反性和对称性，但不T

是传递的。将具有遗漏属性值的属性集 B 上满足

关系  ,BT x y 的对象 y 的集合用符号  T
BI x 表示，称

为对象 x 的容

对象

差类。 

基于容差类的定义，Kryszkiewicz同时也定义了

集合 X 关于属性集 B A 上的上近似和下近似。 

定义3 ] 完备信息表[4 , , ,U A V f 中对象集合S 

X 关于属性集 B A 的上  B
TX 近似  T

BX近似 和下

分别为 

  T T
B BX x x I   ， U x X

  B
T Bx I T XX x U x     。 

显然，  B T
T BX I x Xx 

对象本身



 

。 

不能 的属性来描

3.2. 包含关系

事实上，由于 被所提供

述同样可以导致个体对象的属性信息不完整，因此，

上节所说的未知值还可能是不存在的，无法进行比

较。这个时候，只要某对象 x 的已描述属性与另一对

象 y 对应相同，就认为个体对象 x 包含于对象 y 中。

同样记未知值为“*”，对于给定信息表 , , ,S U A f ，

其中，

V

 A C d  ， C 是条件属性集合，属性子集

B A ，令     x b bBP B b x   。 

定义4 将包含关系 S 定义为： 

 

        ,
Bb P xy b y  ,x y U

包含关系

自反性，且是

BS x

S

b x

，

偏序。



称性 但

 

。 

显然 具有传 和

对象集合 上的

不满足对

U

递性

定义5 包含于 x 的对象集合  BR X ，包含 x 的对

象集合  1
BR x 定义为： 

    , ,BR X y y U y S   ， B xy

    1 , ,B BR x y y U y S x y    。 
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定义6 将给定不完备信息表 中对象集S X 关于

属性集 的上近似B A  B
SX 和下近似  S

BX 定义为 

  1S
B BX x x U R x X    ，  B

S BX R x x X  。 

也就是说，如果 X 中的某个对象包含对象 x ，则

对象 x 有可能属于 X 类；反之 如果对象， x 与包含它

包含于的对象都 X ，则对象 x 肯定属于 X 类。

案

实际的不完备信息表来分析比较这

对于如表1所示的信息表，其中 表示

对象集合，

表未知值 将对

象集分为

差关系来分析

 

3.3. 例分析 

下面用一个

两种扩充方法。 

 1 2 8, , ,a a a  

，决策属性 d

 1 2 表示条件属性集合，值域均

为[0，1，2，3]，“

3 4, , ,c c c c

*”代

 和两个集合。 

首先用容 这个信息表，得： 

   1 1 7 8, ,T
CI a a a a ，    T

C 2 2I a a ， 

   , , , ,T
3 3 4 5 7 8CI a a a a a a ， 6   , ,T

4 3 4CI a a a a  

   5 3 5 7, , ,T
C 8I a a a a a ，    6 4 6 7, ,T

CI a a a a ， 

   7 1 3 5 7 8, , , ,T
CI a a a a a a ，    8 3 5 8, ,T

CI a a a a ， 
T
C   ， ， 

， 。 

从分析得 结果看， 和 是近似相同的。但

是从信息表的内容看，这两个对象没有一个相同的属

性值，只是有可能相同，而 不大。 

得  

， ， 
 

Table 1. A omplete information ta
表1. 一个不完备信息表 

A c1 c2 c3 c4 d 

 1 3 5 6 7 8, , , , , ,C
T a a a a a a a  4

 2
T
C a  C

T U 

到的 3a 7a

且可能性

对于表1用包含关系来分析， 到如下计算结果：

   1
1 1CR a a  ，    1 1 7 8, ,CR a a a a ， 

   1     2 2C 2 2CR a a R a a

n inc ble 

a1 Φ 3 0 2 1 

a  2 3 2 0 Ψ 

a3 3 * * 3 Φ 

a4 * 0 0 * Ψ 

a5 3 2 1 3 Ψ 

a6 1 * * * Φ 

a7 * 2 * * Ψ 

a8 3 2 1 * Φ 

2

   1
3 3 ,C a a a  5 ，R ，    3 3CR a a  

   1
4 4C a a R ，    4 4R a C a ，    5 5CR a 1 a ， 

   5 3 5 7, ,CR a a a a 8 ， ， ,a a  1
6 6CR a

   6 6CR a a ，    1
7 1 5 7, , ,CR a a a a a  8 ， 

   7 7CR a a ，  )   1
8 1 5, ,CR a a a a  8 ，

   88 7 ,CR a a a ， ，  1 6,S
C a a 

 1 3 6 7 8, , ,C
S a a a a  , a ，，  

。 

从结果上看，根据包含 系得到的近似集 含的

信息更多。而且，从信息表直接看来希望分类到

 2 4 5, ,S
C a a a 

2 3 4 5 7 8{ , , , , }C
S a a a a a  , a

关 所

 和

的

在近似空间中，论域 被等价关系 划分为两两

元素通过计算也分别包括在 S
C 和 S

C 中。 

4. 基本知识粒度的构造和知识的表示方法 
的拓广 

4.1. 基于粒度的上、下近似算子 

U R

互不相交的等价类的并，即 i R
U   x ，称商集 

     R R
X X x    是近似空间的一组知 

识基，同时也代表了论域的一种

U R U

粒度[1]。 

为了保证运算的封闭性，需要将粗糙集的商集拓

广成一个拓扑空间，用    U R U R   (  U R

满足对交、并运算封闭)替换商集  U R ，它是一个
代数，且   ,U U R 构成了一个拓扑空

尔代数

间，也是布

 2 ,~, ,U   的一个子代数。 于粒度的下

上近似分别可 ]： 

则基

表示为[5

、

          ,
R R R

apr x U R x X  ； X x 

          ,
R R R

apr X x x U R x X      

4.2. 基于邻域系统的上、下近似算子 

4.2.1. 邻域系统 

。

引理1[6] 关系粒计算的定义。令 

1)  2 , ,1,u U U 为一族论域的集合；   

2) i j kU U U  为 n 个论域上的笛卡尔积，其

中 ,i , ,j kU uU U     ； 

3) Un i jR U U k   称为一个 n 元关系； 

4)  1 2, ,n nR R   是一族等价关系的合集；称二

元组  ,u  为关系粒计算模型。 
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系粒计算模型

一个 算模型就退化为二

元粒 算模型则是

在关 中，如果令  , 2u U n  ，即

只考虑 论域，此时的关系粒计

计算模型。由此可见，二元粒计 关系

粒计算模型的一种特殊情形，而关系粒计算模型是二

元粒计算模型的广义表示形式。 

引 理 2[6] 在 二 元 粒 计 算 模 型  ,U  中 ，

 1 2, ,R R   ，则对于 p U  ，有一 之对

应，

； 

1) 称为 的邻域； 

2) 的所有邻域的合集称为 的领域系统，记为

集

4.2.2  

经典粗糙集模型论域 中的每一个对象有且只

类，若这个等价类看作此对象的邻

域， 域

族子集与

即： 

  1 ;p q U R   
    

1

2
2

: ,

: , ;

N p q

N p q U p q R  



   1 2, ,N p N p    p

p p

2 NS p ，即    , , ;p N p        1NS p N

3) 合   :NS p p U 称为U 的邻域系统，记

为 。  NS U

. 近似算子

U

有一个对应的等价

就可以构成此对象的邻 系统，由此可定义基于

邻域系统的近似算子。 

定义7 在拓扑空间   ,U U R 中，对 

,X U X  的下、上近似算子定义如下： 

   
     

:

. .

apr X p U

NS p s t N p N p

  

  
N p

X





          : . .apr X p U N p NS p s t N p X    

与经典粗糙集模型不同，基于邻域的粗糙集模型

中，以下关系不成立[6]： 

1)    ,apr U U apr U U  ； 

2)    ,apr X X X apr X  ； 

3)      ,X  apr apr X apr

    apr apr X apr X ；

上下近似的各种表示方 不尽相同，但本质

都是从幂集到幂集的映射，由此得到一个粗糙集代数 

系统  2 , , , , ,U apr apr   。 

4.2.3. 案例分析 

令论域  1 2 3 4 5 6, , , , ,x x x x x x ， U 

      1 2,P P 为

3 4 6, ,
1 2 3 4 5 6, , , ,x x x x x x 

得到的划分，若 2 ,

,P

价关系 R

论域上根据等

 X x x x x ，根据定

义，得到如下所示邻域系统： 

   1 2 3 4,i x x, ,N x x x

    1 2 3 4, , , ,i x x x x i 1, 2,3, 4NS x  

        5 6 5 6, , , , 5,l lN x x x NS x x x l   6

由此得到基于邻域系统的粗糙集为  apr X  ，

   1 2 3 4 5 6, , , , ,apr X x x x x x x 。 

 

虽然 法

5. 结论 

个方面对粗糙集模型进行拓广，提供了

有效
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