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Abstract 

This paper addresses the problem of the delay-dependent stability for neutral Markovian jump 
systems with partial information on transition probability. The time delays discussed in this paper 
are time-varying delays. Firstly, to obtain the stability condition of the system with time-varying 
delays, the newly constructed Lyapunov function is combined with Jensen’s inequality and Wir-
tinger-based inequality by using the analysis technique of matrix inequalities and the corres-
ponding free weight matrix. Secondly, the obtained results are formulated in terms of LMIs, which 
can be easily checked in practice by Matlab LMI control toolbox. Finally, three numerical examples 
are given to show the validity and potential of the developed criteria. 
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摘  要 

本文研究了具有部分转移概率信息的中立型马尔科夫跳跃系统的稳定性问题，讨论的是具有时变时滞的

跳跃系统。首先，构造新的李雅谱诺夫泛函，利用Jensen’s不等式和Wirtinger-based不等式等矩阵不等

式分析技巧，并引入相应的自由权矩阵，得到具有时变时滞系统的稳定性条件。其次，利用Matlab中的

LMI控制工具箱对所得线性矩阵不等式进行验证。最后，给出三个数值算例，证明所得结果的有效性。 
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1. 引言 

时滞是自然界中广泛存在的一种物理现象，在实际生活里许多系统中都含有时滞，如生物系统、经

济系统、网络控制系统、电气系统、冶金系统、化工系统和机械系统等。近几十年来，如何抑制对象的

固有时滞造成系统的性能下降，引起了国内外许多专家的高度重视。中立型时滞系统是一种特殊的时滞

系统，由于考虑了中立项的存在，使得对这类系统的研究比一般时滞系统更加复杂和困难。早在三十多

年前，中立型系统已经被广泛研究，并取得了丰硕的成果[1]-[6]。 
马尔科夫跳跃系统是一类特殊的系统，是同时包含相互作用的离散事件和连续变量的多模态随机混

杂系统。近年来，马尔科夫跳跃系统受到了国内外众多专家学者的关注，并且取得了一定的成果[7]-[12]。
文献[7]通过利用连续时间内马尔科夫跳跃线性系统转移矩阵行和为零的性质，给出了带有部分未知转移

概率的马尔科夫跳跃线性系统稳定的条件与镇定的条件。文献[11]提出了分段 Lyapunov 泛函和多重

Lyapunov 泛函的新分类，并在此基础上引入了两种新的交换规则来稳定中立系统。一种交换规则是根据

Lvapunov-Metzler 线性矩阵不等式的解设计的，另一种方法是基于一类新的线性矩阵不等式计算出平均停留

时间来确定，这为中立型马尔科夫跳跃系统的证明提供了新的方法。文献[12]针对部分转移概率未知或完

全转移概率未知的马尔科夫跳跃系统，提出了一种不太保守的稳定性判据——自由连接加权矩阵法，利

用线性矩阵不等式，给出了状态反馈控制器设计的一个充分条件。但目前对于中立型马尔科夫跳跃系统

的研究还处于初步阶段，且得到的成果相对较少[13] [14] [15]。文献[13]研究了混合时滞中立马尔科夫跳

跃系统的状态估计问题，通过结合一个松弛的 L-K 泛函和积分不等式，导出了系统渐近稳定的充分条件，

并设计了标称和不确定中立型马尔科夫跳跃系统的状态估计器，特别地，这里的 L-K 泛函并不要求所有

涉及的对称矩阵都是正定的。文献[14]基于 Lyapunov 泛函，引入自由权矩阵和利用一些新的矩阵不等式

分析技巧，给出了中立型马尔科夫跳跃系统的稳定性条件，并且在转移概率矩阵完全未知的情况下，构

造了通用的 Lyapunov 泛函对其进行了稳定性分析，最后提出了不确定中立型马尔科夫跳跃系统的稳定性

结果。文献[15]通过构造的 Lvapunov 泛函，结合时滞分解技术和自由矩阵，再利用 Jensen’s 不等式，首

次得到了两类中立型动力系统的时滞依赖稳定性条件。 
本文将针对具有时滞依赖的部分未知状态转移概率的中立型马尔科夫跳跃系统的稳定性展开研究。

通过构造 Lyapunov 泛函，主要利用 Jensen’s 不等式和 Wirtinger-based 不等式对其进行分析，给出满足系

统稳定的条件，并用 Matlab 中的 LMI 工具箱[16]进行求解。最后给出数值算例证明其结果的有效性。 

2. 系统描述及引理 

首先，考虑以下含有部分未知状态转移概率的中立型马尔科夫跳跃系统 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) [ ]0 , 0,

t t tx t C r x t t A r x t B r x t h t

x t

τ

θ θ θ ρ

 − − = + −


+ = ∀ ∈

 

                   (1) 
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其中， ( ) nx t R∈ 表示状态向量， ( ) ( ) ( ), ,t t tA r B r C r 是中立型马尔科夫跳跃系统中已知的矩阵函数， ( )h t 为

时变时滞函数， ( )tτ 是一个中立型时变时滞函数，且满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 20 ,0 , ,m Mt h h t h t h tτ τ τ µ µ≤ ≤ < ≤ ≤ ≤ ≤

                    (2) 

( )max ,hρ τ= ，且 ( )ρ θ 为初始条件函数，{ }, 0tr t ≥ 为右连续马尔科夫过程在有限概率空间及有限状态

空间 { }1,2, , Nη = 
中的取值，并且转移概率矩阵 ( ) , ,ij i jλ ηΛ = ∈ ，其元素描述如下 

( ) ( )( ) ( )
( )
,

1 ,
ij

t t
ii

o i j
P r j r i

o i j

λ

λ+∆

 ∆ + ∆ ≠= = = 
+ ∆ + ∆ =

                  (3) 

这里， 0∆ > ，
( )

0
lim 0

o
∆→

∆
=

∆
， 0ijλ ≥ ，且当 i j≠ ，其转移比率为 t 时刻的模态 i 切换到 t + ∆时刻的模态 j，

1,

N

ii ij
j j i

λ λ
= ≠

= − ∑ 。 

马尔科夫跳跃系统在连续时间内的转移概率取决于其转移比率，并且这个转移比率在一定程度上是

可达到的，如下，定义一个具有 N 种模态的转移比率矩阵 

11 13 1

22

1

?
? ? ?

? ? ?

N

N

λ λ λ
λ

λ

 
 
 Λ =
 
 
 





    



                             (4) 

其中?为未知的状态转移比率。对于任意的 i η∈ ，集合 i i i
k ukU U U= 

，其中 

{ }
{ }

,

,

:

:

i
uk ij

i
k ij

U j j

U j j

λ η

λ η

∈

∈





未知

已知
 

因此，如果 i
kU φ≠ ，可以进一步的表示为 { }1 2 3, , , ,i i i i i

k nU U U U U=  ，其中 1 m N≤ ≤ 为非负整数，

1 , 1, 2, , ,i i
j j mU Z U N j+∈ ≤ ≤ =  表示在状态转移概率矩阵Λ的第 i 行的 i

kU 中的第 k 个已知的元素。 

为了简便起见，用 ( )x t 来表示系统在初始条件下 ( )0 0, ,x t x r 的解，且 ( ){ },x t t 满足初始条件 ( )0 0,x r ， 

其弱无穷小发生器作用于函数 V，定义在[17]中 

( )( ) ( )( ) ( ){ } ( )( )
0

1, , lim , , , , ,t tLV x t t i V x t t r x t r i V x t t iε
+ +∆

∆→
 = + ∆ + ∆ = − ∆

            (5) 

定义 1 在初始条件下，如果存在 0,nR rϕ η∈ ∈ ，使得下列不等式 

( ){ }2
00

d | ,x t t rε ϕ
∞

< ∞∫                                  (6) 

成立，则系统是随机稳定的。 
引理 1 (Jensen’s Inequality) [18] 对于任意正定矩阵 M，常数 0r > ，向量函数 [ ]: 0, nr Rω → ，有下

列不等式成立 

( ) ( ) ( ) ( )
T

T
0 0 0

d d d
r r r

r s M s s x s s M x s sω ω    ≥       ∫ ∫ ∫                        (7) 

引理 2 (Wirtinger-based Inequality) [19] 对于任意正定矩阵 n nR R ×∈ ，标量 b a> ，向量函数

[ ]: , na b Rω → ，有下面的积分不等式成立 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TT Td 3
b

a
b a s R s s b a R b a Rω ω ω ω ω ω− ≥ − − + Ω Ω      ∫                 (8) 

其中 ( ) ( ) ( )2 d
b

a
b a s s

b a
ω ω ωΩ = + −

− ∫ 。 

3. 主要结论 

定理 1 考虑系统 (1)，如果存在矩阵 1 2 1 20, 0, 0, 0, 0, 0, 0i iiP R M W W Q Q> > > > > > > ，任意矩阵

, ,n n n n n
i i iP R R R T R× ×∈ ∈ ∈ ，满足以下的线性矩阵不等式 

T T T T
11 12 3 14 5 6 17 18 9 1,10

22 3 4 5 6 27 28 9 10
T T

11 12 3 3

T T
44 12 4 4 12

T T
22 5 5

T T
22 6 6

T T
77 78 9 10

*
* * 0 0 0 0

6* * * 0 0

* * * * 0 0 0
* * * * * 0 0
* * * * * *
* * * * * * *

i i i i

i i i i

i i i

i i i

i i i i

i i

A N A N A N A N
N N N N N N
R R N B N C

M N B N C Q
h

R N B N C
M N B N C

B N B N

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

φ

ϕ ϕ

− − − − − −
− −

−

−
= −

T T
88 9 10

1

13

0

1* * * * * * * * 0

12* * * * * * * * *

i iC N C N

W

Q
h

ϕ

τ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  <
 
 
 
 
 

− 
 
 −  

        (9) 

11 12 11 12

22 22

,
* *

i i i i
i i

i i

R R M M
R M

R M
   

= =   
   

                          (10) 

( ) 1
i
k

ij j i
j U

R S Wλ
∈

− <∑                                   (11) 

( ) 1
i
k

ij j i
j U

M T Qλ
∈

− <∑                                   (12) 

0, ,i
j i ukP T j U j i− ≤ ∈ ≠                                  (13) 

0, ,i
j i ukR S j U j i− ≤ ∈ ≠                                  (14) 

0, ,i
j i ukM H j U j i− ≤ ∈ ≠                                 (15) 

0, ,i
j i ukP T j U j i− ≥ ∈ =                                  (16) 

0, ,i
j i ukR S j U j i− ≥ ∈ =                                  (17) 

0, ,i
j i ukM H j U j i− ≥ ∈ =                                  (18) 

其中 

( )T T T
11 11 11 1 1 2 1 1

4 ,
i
k

i i i i i i i i ij j i
j U

P A A P R M W Q Q N A A N P T
h

ϕ τ λ
∈

= + + + + − + + + + −∑  

T T T T T
12 12 12 2 1 14 1 4 17 7 1

2, , ,i i i i i i i iR M A N N Q A N PB A N N B
h

ϕ ϕ ϕ= + + − = − + = + +  
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T T T T
18 8 1 1,10 1 10 22 22 22 1 2 2 22 ,6, ,i i i i i i iPC A N N C Q A N R M hQ W N N

h
ϕ ϕ ϕ= + + = + = + + + − −  

( )T T T T
27 7 2 28 8 2 44 11 1 77 2 2 7 7

4, , , 1 ,i i i i iN N B N N C M Q Q N B B N
h

ϕ ϕ ϕ ϕ µ= − + = − + = − − = − − + +  

( )T T T T
78 8 7 88 1 2 8 81, ,i i i iB N N C W N C C Nϕ ϕ µ= + = − − + +  

则称系统(1)是随机稳定系统。 
证明：构造一个随机李雅普诺夫泛函 

( ) ( )
7

1
, , , ,t t i t t

i
V x t r V x t r

=

= ∑  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )T
1 , , ,t t tV x t r x t P r x t=  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

T

2 , , d ,
t

t t tt

x s x s
V x t r R r s

x s x sτ−

   
=    

   
∫

 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

T

3 , , d ,
t

t t tt h

x s x s
V x t r M r s

x s x s−

   
=    

   
∫

 

 

( ) ( ) ( )0 T
4 1, , d d ,

t
t t t

V x t r x s W x s s
τ θ

θ
− +

= ∫ ∫  

( ) ( ) ( )0 T
5 1, , d d ,

t
t t h t

V x t r x s Q x s s
θ

θ
− +

= ∫ ∫    

( ) ( ) ( ) ( )T
6 2, , d ,

t
t t t t

V x t r x s W x s s
τ−

= ∫    

( ) ( ) ( ) ( )T
7 2, , d ,

t
t t t h t

V x t r x s Q x s s
−

= ∫  

这儿的 1 1 2 2, , , , , , ,
t t tr r r tP R M W Q W Q r η∈ 都是适当维数的正定矩阵。因此，当 , , ,

t tt r i r ir i P P R Rη= ∈ = =  

tr iM M= 时，利用弱无穷小算子 L 对 ( )( ), , 1, 2, ,7k tV x t i k = 
中的随机过程 ( )x t 进行计算，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

T T
1

1

T T

1

T T T

T T

1

, , 2

2

2

2

N

t i ij j
j

N

i i i i ij j
j

i i i i i i

N

i i ij j
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LV x t i x t P x t x t P x t

x t P A x t B x t h t C x t t x t P x t

x t P A A P x t x t PB x t h t

x t PC x t t x t P x t

λ

τ λ

τ λ

=

=

=

= +

 = + − + − + 

 = + + − 

+ − +

∑

∑

∑







 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )
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( )
( )

T

2 2
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T

20
1

T

1, , lim d | , , ,

1lim | d | , , ,

t
t t t tt

Nt
t t j t tt

j

x s x s
LV x t i R r s x t r i V x t i

x s x s

x s x s
Pr r j r i R s x t r i V x t i

x s x s

x t
x t

τ

τ

ε
+

+

+∆

+∆−∆→

+∆

+∆∆→ +∆−
=

       = = −    ∆       

     = = = = −    ∆ 

 
 
    

 



=  
 

∫

∑∫
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d
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Nti i i i
ij jt

ji i
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

T T
11 12 11 12

3
22 22

T

1

, ,
* *

d

i i i i
t

i i

Nt
ij jt h

j

M M M Mx t x t x t h x t h
LV x t i

M Mx t x t x t h x t h

x s x s
R s

x s x s
λ

−
=

     −   −    
= −          − −          

   
+    

   
∑∫

   

 

 

由于
1

0
N

ij
j
λ

=

=∑ ，则对于任意矩阵 T T T, ,n n n n n
i i i i i iT T R S S R H H R× ×= ∈ = ∈ = ∈ ，满足以下的零方程 

( ) ( )T

1
0,

N

ij i
j

x t T x t iλ η
=

 
− = ∀ ∈ 

 
∑                             (19) 

( )
( )

( )
( )

T

1
d 0,

Nt
ij it

j

x s x s
S s i

x s x sτ
λ η

−
=

 
 
 

   
− = ∀ ∈   

   
∑∫

 

                       (20)
 

( )
( )

( )
( )

T

1
d 0,

Nt
ij it h

j

x s x s
H s i

x s x s
λ η

−
=

 
 
 

   
− = ∀ ∈   

   
∑∫

 

                       (21) 

其中 

11 12 11 12

22 22

,
* *

i i i i
i i

i i

S S H H
S H

S H
   

= =   
   

                           (22) 

则由(19)~(22)式，可以得到以下等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T T
1

T T

, , 2 2

i i
k uk

t i i i i i i i i

ij j i ij j i
j U j U

LV x t i x t P A A P x t x t PB x t h t x t PC x t t

x t P T x t x t P T x t

τ

λ λ
∈ ∈

 = + + − + − 

+ − + −∑ ∑



            (23) 
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( )
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( )

( )
( )
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( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )
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T T
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2
22 22

T T
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d d
i i
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i i i i
t

i i
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j U j U

R R R Rx t x t x t x t
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λ λ
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∈ ∈

     −   −    
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+ − + −       

       
∑ ∑∫ ∫

   

   

      (24) 
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( )
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T T
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3
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d d
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k uk
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i i
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ij j i ij j it h t h
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∈ ∈

     −   −    
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+ − + −       

       
∑ ∑∫ ∫

   

   

    (25) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T T
4 1 1 1

T T
1 1

, ,

d

t

t

t

LV x t i x t W x t x t W x t x t W x t

x t W x t x s W x s s
τ

τ τ τ

τ
−

= − + − −

= − ∫
 

由引理 1 有 

( ) ( ) ( ) ( )
T

T
1 1

1d d d
t t t

t t t
x s W x s s x s s W x s s

τ τ ττ− − −
   − ≤ −       ∫ ∫ ∫  

故 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T
4 1 1

T
T

1 1

, , d

1 d d

t
t t

t t

t t

LV x t i x t W x t x s W x s s

x t W x t x s s W x s s

τ

τ τ

τ

τ
τ

−

− −

= −

   ≤ −       

∫

∫ ∫
                 (26) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T T
5 1 1 1

T T
1 1

, ,

d

t

t

t h

LV x t i hx t Q x t x t Q x t x t h Q x t h

hx t Q x t x s Q x s s
−

= − + − −

= − ∫

    

   

 

由引理 2 有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T
1

T
1

T

1

d

1

3 2 2d d

t

t h

t t

t h t h

x s Q x s s

x t x t h Q x t x t h
h

x t x t h x s s Q x t x t h x s s
h h h

−

− −

−

≤ − − − − −      

   − + − − + − −      

∫

∫ ∫

 

 

故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T
5 1 1

TT
1 1

T

1

, , d

1

3 2 2d d

t
t t h

t t

t h t h

LV x t i hx t Q x t x s Q x s s

hx t Q x t x t x t h Q x t x t h
h

x t x t h x s s Q x t x t h x s s
h h h

−

− −

= −

≤ − − − − −      

   − + − − + − −      

∫

∫ ∫

   

          (27) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T
6 2 2

T T
2 1 2

, , 1

1
tLV x t i x t W x t t x t t W x t t

x t W x t x t t W x t t

τ τ τ

µ τ τ

= − − − −

≤ − − − −

    

   

                 (28) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T
7 2 2

T T
2 2 2

, , 1

1

tLV x t i x t Q x t h t x t h t Q x t h t

x t Q x t x t h t Q x t h tµ

= − − − −

≤ − − − −



                 (29) 

因此，存在适当维数的矩阵 ( )1,2, 10kN k = , ，满足下面的式子 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )T T2 0i i it N x t A x t B x t h t C x t tξ τ − + + − + − =                      (30) 

其中 
[ ]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10N N N N N N N N N N N=                     (31) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T T T T T T T

T T T Td d
t t

t t h

t x t x t x t x t h x t x t h

x t h t x t t x s s x s s
τ

ξ τ τ

τ
− −

= − − − −
− − ∫ ∫

  



                (32) 

综上所述，由(11)，(12)和(23)~(32)，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

7
T T

1

T

T

, , , ,

d

d

i
uk

i
uk

i
uk

t j t i ij j i
j j U

t
ij j it

j U

t
ij j it h

j U

LV x t i LV x t i t t x t P T x t

x s x s
R S s

x s x s

x s x s
M H s

x s x s

τ

ξ φ ξ λ

λ

λ

= =

−
=

−
=

= ≤ + −

   
+ −   

   

   
+ −   

   

∑ ∑

∑∫

∑∫

 

 

               (33) 
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这儿的 ( )T tξ 同(32)式相同， iφ 见定理 1 中的定义。值得注意的是
1,

N

ii ij
j j i

λ λ
= ≠

= − ∑ ，且对于 i j∀ ≠ 都有

0ijλ ≥ ，所以对于 i η∀ ∈ 有 0iiλ < 。因此，若 i
ki U∈ ，则由(9)~(15)式可得其充分条件 

( ) 0, ,tLV x t i <                                      (34) 

另一方面，若 i
uki U∈ ，则由(9)~(18)式也可得式(34)成立，即 

( ){ }2
00

d | ,x t t rε ϕ
∞

< ∞∫                                  (35) 

则由定义 1 可得系统(1)是随机稳定的。 
其次，当 ( ) ( ),t h t hτ τ= = 时，系统可转变为如下的一个时不变的中立型马尔科夫跳跃系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ]0 0, ,0

t t tx t C r x t A r x t B r x t h
x t

τ
θ θ ρ

 − − = + −
 + = ∀ ∈ −

 

                      (36) 

推论 1 考虑系统(36)，如果存在矩阵 1 10, 0, 0, 0, 0i i iP R M W Q> > > > > ，任意矩阵 , ,n n n
i iP R R R ×∈ ∈  

n n
iT R ×∈ ，满足以下的线性矩阵不等式 

T T T
11 12 3 14 15 6 9 18

22 3 24 25 6 9 10
T

11 3 35
T

44 45 46 9 48
T T T

55 6 9 10

22

1

13

*
* * 0 0 0
* * *
* * * * 0
* * * * * 0 0

1* * * * * * 0

12* * * * * * *

i i i

i i

i

i i ii

i

A N A N A N
N N N N
R N B

B N
C N C N C N

M

W

Q
h

ψ ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

ϕ
ψ ψ ψ ψ

ψψ

τ

 
 

− − − − 
 −
 
 
 

= < 
− 

 
 −
 
 
 −
 

              (37) 

11 12 11 12

22 22

,
* *

i i i i
i i

i i

R R M M
R M

R M
   

= =   
   

                            (38) 

( ) 1
i
k

ij j i
j U

R S Wλ
∈

− <∑                                   (39) 

( ) 1
i
k

ij j i
j U

M T Qλ
∈

− <∑                                   (40) 

0, ,i
j i ukP T j U j i− ≤ ∈ ≠                                  (41) 

0, ,i
j i ukR S j U j i− ≤ ∈ ≠                                  (42) 

0, ,i
j i ukM H j U j i− ≤ ∈ ≠                                 (43) 

0, ,i
j i ukP T j U j i− ≥ ∈ =                                  (44) 

0, ,i
j i ukR S j U j i− ≥ ∈ =                                  (45) 

0, ,i
j i ukM H j U j i− ≥ ∈ =                                 (46) 
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其中 

( )T T T
11 11 11 1 1 1 1

4 ,
i
k

i i i i i i i i ij j i
j U

P A A P R M W Q N A A N P T
h

ψ τ λ
∈

= + + + + − + + + −∑  

T T T T
12 12 12 2 1 14 1 4 1

2, ,i i i i i i iR M A N N Q PB A N N B
h

ψ ψ= + + − = − + + +  

T T T T
15 5 1 18 1 10 22 22 22 1 2 22

6, , ,i i i i i i iPC A N N C Q A N R M hQ N N
h

ψ ψ ψ= + + = + = + + − −  

T T T T T
24 4 2 25 5 2 35 12 3 44 11 1 4 4

4, , , ,i i i i i i iN N B N N C R N C M Q N B B N
h

ψ ψ ψ ψ= − + = − + = − + = − − + +  

T T T T T T
45 5 4 46 12 6 48 1 10 55 22 5 52

6, , , ,i i i i i i i iB N N C M B N Q A N M N C C N
h

ψ ψ ψ ψ= + = − + = + = − + +  

则称系统(36)是随机稳定系统。 
证明：构造一个随机的李雅普诺夫泛函 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T
T

0 0T T
1 1

, , d d

d d d d

t t

t t
t t t r rt t h

t t

t h t

x s x s x s x s
V x t r x t P r x t R s M s

x s x s x s x s

x s W x s s x s Q x s s

τ

τ θ θ
θ θ

− −

− + − +

       
= + +       

       

+ +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

   

 

 

这儿的 1 1, , , , ,
t t tr r r tP R M W Q r η∈ 都是适当维数的正定矩阵，它的证明过程与定理(1)的证明类似，因此此处

省略。 
最后，考虑以下不确定中立型马尔科夫跳跃系统 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) [ ]0 , ,0

t t t t t tx t C r C r x t t A r A r x t B r B r x t h t

x t

τ

θ θ θ ρ

 − + ∆ − = + ∆ + + ∆ −


+ = ∀ ∈ −

 

     (47) 

其中 ( ) ( ) ( ), ,t t tA r B r C r∆ ∆ ∆ 为不确定的参数矩阵，且可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3t tt t t r r t t tA r B r C r L K t F r F r F r   ∆ ∆ ∆ =               (48) 

( ) ( ) ( ), , ,
tr t t tL A r B r C r∆ ∆ ∆ 是已知的适当维数的模态相关矩阵， ( )

tr
K t 是具有勒贝格可测元的时滞未知矩

阵函数，且满足 ( ) ( )T
t tr rK t K t I≤ 。 

通过变换，系统(47)可转化为如下形式 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 3

t t t i i

i t t t

x t C r x t t A r x t B r x t h t L u

F r x t F r x t hz t F r x t t

τ

τ

 − − = + − +


= + + + −

 



            (49) 

这儿的 ( )
ti r iu K t z= ，而且有下面的不等式成立，即 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

TT
1 2 3

1 2 3

i i t t t

t t t

u u F r x t F r x t h t F r x t t

F r x t F r x t h t F r x t t

τ

τ

 ≤ + + + − 
 ⋅ + + + − 





             (50) 

使用与定理 1 类似的证明方法，我们可以得到定理 2。 
定理 2 考虑系统(50)，如果存在矩阵 1 2 1 20, 0, 0, 0, 0, 0, 0i iiP R M W W Q Q> > > > > > > ，任意矩阵

, ,n n n n n
i i iP R R R T R× ×∈ ∈ ∈ ，满足以下的线性矩阵不等式 
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T T T T
11 12 3 14 5 6 17 18 9 1,10 1

22 3 5 6 27 28 9 10
T T
3 3

T T
44 4 4 12

T T
5 5
T T
6

4

11 12

12

22

22 6

77 7

* 0 0
* * 0 0 0 0 0 0

6* * * 0 0 0 0

* * * * 0 0 0 0 0
* * * * * 0 0 0 0
* * * * * *

i i i i i

i i

i i

i i

i i

i

i

i

i i

i i

i

A N A N A N A N F
N N N N N N

N B N C

N B N C Q
h

N B N C
N

PL

R

M

N

R

B
R

M C

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ε
ϕ ϕ ϕ

ϕ

φ ϕ ϕ
∼

− − − − − −
− −

−

−
−

= T T
8 9 10 2

T T
88 9 10 3

1

13

00
* * * * * * * 0

1* * * * * * * * 0 0 0

12* * * * * * * * * 0 0

* * * * * * * * * * 0
* * * * * * * * * * *

i i i

i i i

B N B N F
C N C N F

W

Q
h

I
I

ε
ϕ ε

τ

ε
ε

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  < 
 
 
 

− 
 
 − 
 

− 
 − 

    (51) 

11 12 11 12

22 22

,
* *

i i i i
i i

i i

R R M M
R M

R M
   

= =   
   

                           (52) 

( ) 1
i
k

ij j i
j U

R S Wλ
∈

− <∑                                   (53) 

( ) 1
i
k

ij j i
j U

M T Qλ
∈

− <∑                                   (54) 

0, ,i
j i ukP T j U j i− ≤ ∈ ≠                                 (55) 

0, ,i
j i ukR S j U j i− ≤ ∈ ≠                                 (56) 

0, ,i
j i ukM H j U j i− ≤ ∈ ≠                                 (57) 

0, ,i
j i ukP T j U j i− ≥ ∈ =                                  (58) 

0, ,i
j i ukR S j U j i− ≥ ∈ =                                  (59) 

0, ,i
j i ukM H j U j i− ≥ ∈ =                                 (60) 

其中 ijϕ 同定理 1 中所定义的相同，则称系统(47)是随机稳定系统。 

证明：运用与定理 1 相似的证明方法，可得到不等式 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

7

1

T T

T

T

, , , ,

d

d

i
uk

i
uk

i
uk

t j t
j

i ij j i
j U

t
ij j it

j U

t
ij j it h

j U

LV x t i LV x t i

t t x t P T x t

x s x s
R S s

x s x s

x s x s
M H s

x s x s

τ

γ ψ γ λ

λ

λ

=

=

−
=

−
=

=

≤ + −

   
+ −   

   

   
+ −   

   

∑

∑

∑∫

∑∫



 

 

                      (61) 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

T T T T T T T

T T T T Td d
t t

it t h

t x t x t x t x t h x t x t h

x t h t x t t x s s x s s u
τ

γ τ τ

τ
− −

= − − − −
− − ∫ ∫

  



               (62) 

及 
T T T T

11 12 3 14 5 6 17 18 9 1,10

22 3 5 6 27 28 94

11 1

10
T T
3 3

T T
44 4 4 12

T T
5 5
T T
6 6

T T
77 78 9

2

12

22

22

* 0
* * 0 0 0 0 0

* * * 0 0 0

* * * * 0 0 0 0
* * * * * 0 0
* *

6

* * * *

i i

i i

i i i i

i i

i i

i i

i
i

i

i

i

i

i

i

A N A N A N A N
N N N N N N

N B N C

N B N C Q
h

N B N C
N B

PL

R R

M

R

N
M N C

B N B

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ψ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

− − − − − −
− −

−

−

= −


10
T T

88 9 10

1

13

0
0

* * * * * * * 0

* * * * * * * * 0 0

* * * * * * * * * 0

* * * * * * * * * * 0

1

12

i iC N C N

W

Q
h

ϕ

τ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

< 
 
 
 
 
 
 
 




− 
 



−

      (63) 

其中 ijϕ 同定理 1 中所定义的相同。由(50)式，应用 Suchr’s 补引理[5]，我们可以找到正实数 0ε > ，使得

下面不等式成立 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T T

T

T

T

1 2 3

T
1 2 3

, ,

d

d

i
uk

i
uk

i
uk

t ij j i
j U

t
ij j it

j U

t
ij j it h

j U

t t t

t

i

t t i

LV x t i t t x t P T x t

x s x s
R S s

x s x s

x s x s
M H s

x s x s

F r x t F r x t h t F r x t t

F r x t F r x t h t F r x t t u

τ

ψ γγ λ

λ

λ

ε τ

τ

=

−
=

−
=

≤ + −

   
+ −   

   

   
+ −   

   

 + + + + − 

 ⋅ + + + − − 

∑

∑∫

∑∫

 

 







}iu

            (64) 

这儿的 ( )T tγ 同(62)式相同， iψ 同(63)式相同。值得注意的是，
1,

N

ii ij
j j i

λ λ
= ≠

= − ∑ ，且对于 i j∀ ≠ 都有 0ijλ ≥ ，

所以对于 i η∀ ∈ 有 0iiλ < 。因此，若 i
ki U∈ ，则由(51)~(57)式可得其充分条件 

( ), 0,tLV x t i <                                       (65) 

另一方面，若 i
uki U∈ ，则由(51)~(60)式也可得式(65)成立，即 

( ){ }2
00

d | ,x t t rε ϕ
∞

< ∞∫                                  (66) 

则由定义 1 可得系统(47)是随机稳定的。 

4. 数值实例 

在这一部分，我们给出三个数值算例来验证理论结果的有效性。 
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例 1 考虑中立型马尔科夫跳跃系统 1，其状态矩阵如下 

1 2 3 4

1.15 0.75 2.15 0.49 1.30 0.15 1.90 0.34
, , , ,

1.50 1.50 1.50 2.10 1.50 1.80 1.50 1.65
A A A A

− − − − − − − −       
= = = =       − − − −         

1 2 3 4

1.20 0.12 1.45 0.96 0.58 0.68 0.67 1.50
, , ,

0.24 0.25 0.47 1.57 0.13 0.96 1.39 1.2
,

3
B B B B

− − − − − −       
= = = =       − − −         

1 2 3 4

0.15 0.06 0.25 0.35 0.33 0.07 0.23 0.16
, , , ,

0.50 0.50 0.05 0.65 0.19 0.36 0.02 0.57
C C C C

− − − −       
= = = =       − − − −         

这儿考虑以下四种切换模态的部分转移概率矩阵 
1.2 ? 0.5 ?
? 1.5 ? 0.4
? 0.3 ? 0.6

0.2 ? ? ?

− 
 − Λ =
 
 
 

 

在这里，我们主要使用 Matlab 中的 LMI 工具箱来验证定理 1 中结果的有效性，通过给定的转移概率 
矩阵，可以得到系统(1)的跳跃状态图(见图 1)。取初始状态 [ ]T0 1.8 1.8x = − ，可得 1 20.25, 0.23, 2.5,hµ µ= = =

0.3τ = 时系统(1)是稳定的，其状态轨迹图见图 2。 
 

 
Figure 1. Modal switching diagram of system (1) 
图 1. 系统(1)的模态切换图 

 

 
Figure 2. Trajectory map of system (1) 
图 2. 系统(1)的轨迹图 
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例 2 考虑中立型马尔科夫跳跃系统(36)，其状态矩阵如下 

1 2 1

1.25 0.35 2.13 0.47 1.23 0.32
, , ,

1.50 4.50 1.50 2.14 0.27 0.45
A A B

− − − − −     
= = =     − − −     

 

2 1 2

1.25 0.66 0.17 0.46 1.27 0.75
, , ,

0.43 1.47 0.58 1.26 0.65 0.38
B C C

− − − −     
= = =     − − −     

 

这儿考虑以下四种切换模态的部分转移概率矩阵 

0.2 ?
? ?

− 
Λ =  

 
 

在这里，我们主要使用Matlab中的LMI工具箱来验证推论 1中结果的有效性，通过给定的转移概率矩阵，

可以得到系统(36)的跳跃状态图(见图 3)。取初始状态 [ ]T0 1.5 1.5x = − ，可得 2.1, 0.7h τ= = 时系统(36)是稳

定的，其状态轨迹图见图 4。 
 

 
Figure 3. Modal switching diagram of system (36) 
图 3. 系统(36)的模态切换图 

 

 
Figure 4. Trajectory map of system (36) 
图 4. 系统(36)的轨迹图 
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例 3 考虑如下不确定的中立型马尔科夫跳跃系统 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )t t t t t tx t C r C r x t t A r A r x t B r B r x t h tτ− + ∆ − = + ∆ + + ∆ −   

其中 

1 2 1 2

6.15 0.05 3.15 0.09 1.27 0.12 1.45 0.16
, , , ,

0.15 1.50 0.21 2.10 0.24 0.25 0.47 1.57
A A B B

− − − − − −       
= = = =       − − − − −       

 

1 2 11 12

0.08 0.06 0.05 0.01 1.0 0.7 0 1.0
, , , ,

0.03 0.04 0.05 0.06 0.9 1.6 1.3 2.6
C C F F

− −       
= = = =       − − − −       

 

21 22 31 32

1.0 1.0 1.0 1.0 2.0 1.0 1.0 3.0
, , , ,

2.0 3.0 2.0 3.0 1.3 2.5 1.5 2.3
F F F F

−       
= = = =       − − − − −       

 

1 2

1.0 2.1 0 0.9 1.0 0
, , ,

1.0 1.8 0.1 1.2 0 1.0
L L I     
= = =     − −     

 

这儿考虑以下两种切换模态的完全未知的转移概率矩阵 
? ?
? ?
 

Λ =  
 

 

在这里，我们主要使用Matlab中的LMI工具箱来验证定理 2中结果的有效性，当 0.1, 0.9, 0.9113,hε τ= = =

1 20.2, 0.27µ µ= = 时，系统(50)是随机稳定的。通过 Matlab 求解(54)~(63)式，得到可行解，分别为 

5
1 2 111

3.4939 0.6039 3.6407 0.9342 0.0001 7.0921
, , 1.0 10 ,

0.6039 2.6255 1.3952 1.4950 7.0921 0.0000
P P R

−     
= = = ×     −     

 

5 6
121 221 112

1.3874 0.3177 0.0000 6.5220 0.0000 1.2442
, 1.0 10 , 1.0 10 ,

0.0858 0.9778 6.5220 0.0000 1.2442 0.0000
R R R

−     
= = × = ×     − −     

 

6 5
122 222 111

1.1310 0.2528 0.0000 1.2690 0.0001 6.2788
, 1.0 10 , 1.0 10 ,

0.0325 0.1963 1.2690 0.0000 6.2788 0.0000
R R M

−     
= = × = ×     − − −     

 

4 6
121 221 112

1.4103 0.2982 0.0000 9.0346 0.0000 1.5024
, 1.0 10 , 1.0 10 ,

0.0691 0.9971 9.0346 0.0001 1.5024 0.000
M M M

− −     
= = × = ×     −     

 

6 6
122 222 1

1.1534 0.2412 0.0000 1.7983 0.0000 8.1782
, 1.0 10 , 1.0 10 ,

0.0221 0.2034 1.7983 0.000 8.1782 0.0000
M M W

−     
= = × = ×     − − −     

 

6 6
2 1 2

0.0000 1.7774 0.1131 0.0038 0.0000 2.4782
1.0 10 , , 1.0 10 .

1.7774 0.000 0.0053 0.1255 2.4782 0.0000
W Q Q     

= × = = ×     − −     
 

5. 结论 

本文对具有部分未知转移概率信息的中立型马尔科夫跳跃系统的稳定性问题进行了研究。首先，构

造新的 Lyapunov 泛函，运用 Jensen’s 不等式和 Wirtinger-based 不等式分析技巧，引入相应的自由权矩阵，

得到具有时变时滞的稳定性条件。其次，利用 Matlab 中的 LMI 控制工具箱对所得的线性矩阵不等式进行

验证，得到此方法具有一定理论价值。最后，列举三个数值算例，得到此方法的有效性。 
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