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Abstract 
Corresponding to arclength of curves, the concept of arcangle of curves in E3 is proposed. Arcangle 
of curves can be used as the index of evaluating the total curvature of wirelike objects; especially it 
can induce the concept of angular distance traveled of paths, which shows its potential application 
value. 
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摘  要 

与曲线的弧长对应，提出了E3中曲线的弧角概念。弧角可以作为三维线状物体或对象总弯曲程度的评价

指标，特别是由其可以导出道路的角度路程概念，显示了其潜在的应用价值。 
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1. 引言 

给定一段曲线，如何从整体上评价它，或者说，给出哪些描述其整体特性的度量指标是一个有意义

的问题。显然，最常用的指标是弧长，它是曲线展直后的总长度。数学上，弧长是曲线弯曲和扭曲下的

不变量，应用中则可以表示诸如质点的曲线运动路程、弯曲公路的路程，以及漆包线中铜线的卷绕长度

等，因此，是一个重要的概念。然而，弧长不能反映曲线的形状，因此还需要其它的度量指标。这些指

标也已经存在，如反映曲线总弯曲的全曲率和反映曲线总扭曲的全挠率等与曲线曲率和挠率有关的指标

[1] [2]。然而，这里有两个问题。第一，例如，全曲率这个名称可能不利于应用。我们知道，所谓曲线的

曲率是其切矢对于弧长的旋转速度，是一个角速度的概念，而全曲率为曲率对于弧长的积分，结果是角

度而不是角速度(两者量纲不同)，但全曲率字面上容易被理解成仍然是一种曲率(角速度)。第二，例如，

虽然全曲率的数学意义(特别是闭合曲线)得到了充分的发掘[1] [3]，但其应用(特别是非闭合曲线和工程应

用)似乎没有得到充分的关注。 
注意到，圆弧的全曲率等于其圆心角，也就是圆弧对于其圆心所张成的角度。圆心角在一些文献中

被称为弧角(arcangle) [4]-[6]，恰好与圆弧的弧长对应。显然，这个名称直观，便于应用。那么，可否将

这个概念推广到一般曲线上？本文就这个问题进行了讨论。 

2. 定义 

定义 1：弧角 
设 C 为 E3 中有限弧长简单正则曲线，称 

( ) ( )
C

C k s dsθ = ∫                                     (1) 

为 C 的弧角，其中，k(s)为 C 的曲率，s 为 C 的自然参数。 
显然，所定义弧角就是曲线的全曲率[1]。 
说明： 
①如图 1 所示，作曲线 C 上任一点 P (在其密切平面 Πo 上)的密切圆(半径为 1/k)，则在忽略三阶以上

小量的前提下，C 与该密切圆在 P 点邻近一个微分弧长 ds 的范围内重合(C 与该密切圆在 P 点至少二阶

接触) [7]。换言之，ds 可视为一段微分圆弧，则其所对应的微分弧角 dθ = kds。显然，取 dθ的总和作为

曲线的弧角定义是合理的。 
②这一弧角概念反映的是曲线切矢方向变化的总角度，或者曲线弯曲的总角度。 
③全挠率不可以作类似的定义，这是因为挠率的作用在于改变微分圆弧 ds 所在平面(密切平面)的方

向，不影响其所对应的圆心角(微分弧角)。 
定义 2：测地弧角 
设 C 为 E3 中简单正则曲面 S 上的有限弧长简单正则曲线，称 

( ) ( )g gC
C k s dsθ = ∫                                    (2) 

为 C 在 S 上的测地弧角，其中，kg(s)为 C 的测地曲率，s 为 C 的自然参数。 
显然，所定义测地弧角就是绝对测地全曲率。 
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说明： 
①如图 2 所示，C 为曲面 S 上的曲线，Cg 为 C 在其上任一点 P 的切平面 Πg 上的(正)投影曲线。作

Cg 在 P 点的密切圆(C 的测地密切圆，半径为 1/kg)，则在忽略三阶以上小量的前提下，Cg 与该密切圆在 P
点邻近一个微分弧长 dsg = ds 的范围内重合。换言之，dsg 可视为一段微分(测地)圆弧，则其所对应的微

分(测地)弧角 dθg = kgdsg = kgds。显然，取 dθg 绝对值的总和作为曲线的测地弧角定义是合理的。 
②这一测地弧角概念反映的也是曲线切矢方向变化的总角度，但基准是按 Levi-Civita 矢量平行定义

[7]所确定的方向。 
③根据测地曲率的定义，可以得到[7] 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1g C

C k s s s dsθ = − ⋅  ∫ n β                             (3) 

其中，k(s)为 C 的曲率，β(s)为 C 的主法矢，n(s)为 S 的法矢。 
 

 
Figure 1. Osculating circle (red line), differential 
arc and differential arcangle 
图 1. 密切圆(红线所示)、微分圆弧与微分弧角 

 

 
Figure 2. Geodesic osculating circle (red line), dif- 
ferential geodesic arc and differential geodesic arc- 
angle 
图 2. 测地密切圆(红线所示)、微分测地圆弧与微

分测地弧角 
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定义 3：投影弧角 
设 C 为 E3 中(简单正则曲面 S 上的)有限弧长简单正则曲线，Ch 为 C 在平面 Πh 上的(正)投影曲线，其

中 C 上任一点的切矢都不垂直于平面 Πh，称 

( ) ( )
h

h h h h hC
C k s dsθ = ∫                                  (4) 

为 C 在平面 Πh 上的投影弧角，其中，kh(sh)为 Ch 的曲率，sh 为 Ch 的自然参数。 
说明： 
①如图 3 所示，作 Ch 上任一点 Ph 的密切圆(C 的投影密切圆，半径为 1/kh)，则在忽略三阶以上小量

的前提下，Ch 与该密切圆在 Ph 点邻近一个微分弧长 dsh 的范围内重合。换言之，dsh 可视为一段微分(投
影)圆弧，则其所对应的微分(投影)弧角 dθh = khdsh。显然，取 dθh 绝对值的总和作为曲线的投影弧角定义

是合理的。 
②这一投影弧角概念反映的是投影曲线切矢方向变化的总角度。 
③分别应用 Meusnier 定理和 Euler 公式[7]并注意到柱面横截线切线方向为最大曲率(绝对值)主方向，

柱面母线方向为最小曲率(绝对值)主方向且为 0，可以得到 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) 2
1

h

h
h h C

h

s
s

s
C k s ds

s
θ

×
⋅

×
=

− ⋅  
∫

n α
β

n α

n α
                            (5) 

其中，k(s)为 C 的曲率，α(s) 为 C 的切矢，β(s) 为 C 的主法矢，nh 为 Πh 的法矢，s 为 C 的自然参数。 
根据(1)、(3)和(5)式，可以得出，对于同一曲线，弧角≥测地弧角，而弧角和投影弧角之间的大小则

不定。如果曲线为平面曲线且以其所在平面为投影平面，则三者相等。 

3. 性质 

性质 1：伪度量 
如图 4 所示，设 C 为 E3 中有限弧长简单正则曲线并在其上取原点并定向：若 C 为闭合曲线，则原点

为其上任意一点，方向亦任意；若 C 为非闭合曲线，则原点为其上任一端点，方向离开此点进入曲线内

部，则 
 

 
Figure 3. Projection osculating circle (red line), differential 
projection arc and differential projection arcangle 
图 3. 投影密切圆(红线所示)、微分投影圆弧与微分投

影弧角 
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Figure 4. Angular distance traveled of a curve 
图 4. 曲线的角度路程 

 

( ) ( )( ) ( )
0

, 0
s x

x k s ds s x Lθ = ≤ ≤∫  

为 C 上原点到 x 点曲线段的弧角，其中，s(x)为 C 上原点到 x 点曲线段的弧长，L 为 C 的弧长。 
令 

( ) ( ) ( )1 2 2 1,x x x xθ θ θ∆ = −                                 (6) 

不难验证， ( )1 2,x xθ∆ 是一个比较 C 上原点分别到 x1 和 x2 点这二段曲线总弯曲程度的伪度量。注意

到， ( )1 2,x xθ∆ 是 C 上 x1 到 x2 点弯曲角度的增量，因此，可称为 C 上 x1 到 x2 点的角度路程，其中 ( )0, Lθ∆
为 C 上原点到终点的角度路程，可称为 C 的角度路程。 

性质 2：均匀缩放下的不变量 
这是显然的，表明弧角独立于弧长，是反映曲线形状的一个度量指标。 
可以得出，以上性质同样适用于测地弧角和投影弧角。 
需要指出，目前所称的曲线路程是由弧长所导出的长度路程，这是一个度量。 

4. 应用 

如图 1~3 所示，假定其中三个同名曲线 C 为同一曲线。现在考虑三种其上固结有直角坐标系 O-xyz
并且原点 O 轨迹为 C 的刚体的运动：第一种，x 轴正向与 C 切矢 α(s)同向，其它二个坐标轴方向不限；

第二种，x 轴正向与 C 切矢 α(s)同向，z 轴正向与曲面 S 法矢 n(s)同向，即 xOy 坐标平面与 S 的切平面 Πg

重合；第三种，x 轴正向与切矢 α(s)在投影平面 Πh 的投影矢量同向，z 轴正向与投影平面 Πh 法矢 nh(s)同
向。显然，C 的弧角，测地弧角和投影弧角分别代表了对三种刚体分别有意义的角度路程，测地角度路

程和投影角度路程。可见，虽然三种刚体的长度路程相同，但它们的三种角度路程可能不同。 
不难理解，如图 5 所示，在一定条件下，三种刚体分别代表了飞行的飞机，行驶的汽车和步行(包括

缓跑)的人，其中 C 为飞机飞行，汽车行驶和人步行的路线，S 为汽车行驶和人步行的道路路面，Πg 为汽

车当前所在位置路面的切平面，Πh 为水平面。注意到，角度路程，测地角度路程和投影角度路程分别是

飞机，汽车和人“拐弯”的结果，或者说，是人为操纵的结果。对飞机来说，“拐弯”就是偏航和俯仰(侧
滚虽然也可操纵，但却独立于飞行路线的扭曲，也就是与飞行路线的挠率无关)；对汽车来说，“拐弯”

就是左右转向(上、下坡和侧倾由路面控制)；对人来说，“拐弯”就是左右扭转身体(身体由重力控制始

终向上，与路面的坡度和倾斜(在一定范围内)没有关系)。 
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(a)                               (b)                                        (c) 

Figure 5. (a) An airplane flying, (b) a car going and (c) a penguin walking along a curve 
图 5. 沿着曲线(a) 飞行的飞机；(b) 行驶的汽车；(c) 行走的企鹅 

 

以上可以看出弧角概念在描述物体运动中的应用价值。仔细分析起来，飞机飞行的角度路程可能意 
义不大，但汽车行驶的测地角度路程和人步行的投影角度路程却有很大的意义。汽车和人走直线和经常

拐弯显然大不相同：后者需要花费更多的精力，特别是拐较大的弯。例如，同样长度路程的马拉松赛跑，

拐弯多成绩可能就要差一些。另外，经常拐弯能耗也要大，因为要克服阻力矩。例如，同样的长度路程，

拐弯多时汽车的油耗也必定大一些。在实际操作层面，除了个别情况(如大倾斜弯曲的立交桥)外，路面大

都(弯曲时)倾斜不大，利用(3)式计算测地弧角时可以忽略其中二阶小量，这样就会得出与投影角度路程(以
水平面为投影面)相同的结果。也就是说，在这种情况下，只需要计算道路平面线形[8]的角度路程(不区

分两种角度路程)，而这个计算就是把左右“拐弯”的角度简单相加，不但专业人员，也容易为大众所接

受(其实，人们日常生活中已经使用诸如回家的路要拐多少弯，天门山盘山公路 99 弯[9]等说法，角度路

程的概念只是更进一步的定量化而已)。 
在其它应用方面，相比测地弧角和投影弧角来讲，弧角的意义要大的多。例如，作为三维大弧度飞

行表演的一个指标，三维大角度弯曲的立交桥的一个指标，以及三维大角度弯曲的弯管的一个指标，等。

需要指出，在后两个例子中，全挠率也是一个指标。甚至，综合弧角(全曲率)和全挠率的影响，采用 Darboux
矢量[10]对弧长的积分作为指标则更全面。 

5. 结语 

作为圆弧弧角概念的推广，本文提出了与曲线的弧长对应的曲线弧角概念，给出了 E3 中弧角、测地

弧角和投影弧角的定义。在此基础上，建立了与长度路程对应的曲线的角度路程、测地角度路程和投影

角度路程的概念，指出它们都是伪度量。 
弧角可以作为三维线状物体或对象总弯曲程度的评价指标，特别是由其可以导出道路的角度路程概

念，这些都显示了其潜在的应用价值。 
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