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Abstract
Referring to [1], this paper gives the coordinate formulas of Gergonne points and some vector
identities between Gergonne points and other three verticesinthe triangle.
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摘 要

本文参考文[1]，给出了三角形的切心(格尔刚点)坐标公式以及切心与三角形三顶点间的向量恒等式。
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1. 引言

如图 1所示，三角形 ABC中的内切圆在 BC、AC、AB上的切点分别为 D、E、F。顶点 A所对的旁

切圆与 BC相切于D、与 AC的延长线相切于 E 、与 AB的延长线相切于 F 。将 AD、BE、CF的交点 G
称作三角形 ABC的内切心，将 AD、 BE、CF 的交点G称作三角形 ABC的顶点 A所对的旁切心。

显然，对于任意的三角形总存在四个切心(Gergonne点)，包括一个内切心和三个旁切心。

Figure 1. Gergonne points in triangle
图 1. 三角形的切心(格尔刚点)

2. 三角形切心(Gergonne点)的坐标公式与向量恒等式

如图 1所示，本文约定 O为坐标原点。 BC a ， AC b ， AB c ，
2

a b cp  
 。

2.1. 三角形内切心的坐标公式

三角形 ABC的内切心为 G，则

           
2

p b p c p a p c p a p b
ab bc ac p

       


  

OA OB OC
OG 。

证明：

根据三角形内切圆的性质，有

AE AF p a   ， BD BF p b   ，CD CE p c   。

由定比分点公式，有

   p c p b
a

  


OB OC
OD ，

   p a p c
b

  


OC OA
OE ，

   p b p a
c

  


OA OB
OF 。

设 a
AG
GD

 ， b
BG
GE

 ， c
CG
GF

 ，则OG 有以下三种表示：
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 1 1

a aa

a a

a p c p b
a

 
 

     
 

 
OA OB OCOA OD

OG ，

   
 1 1

b bb

b b

b p a p c
b

 
 

     
 

 
OB OC OAOB OE

OG ，

   
 1 1

c cc

c c

c p b p a
c

 
 

     
 

 
OC OA OBOC OF

OG 。

对上面三式的OA、OB、OC的系数分别进行比较，可得

 
 

 
 

1
1 1 1

b c

a b c

p c p b
b c
 

  
 

 
  

， ①

 
 

 
 

1
1 1 1

c a

b c a

p a p c
c a
 

  
 

 
  

， ②

 
 

 
 

1
1 1 1

a b

c a b

p b p a
a b
 

  
 

 
  

。 ③

把上面三式相乘并整理可得

     a b c
abc

p a p b p c
   

  
；

再分别把①②③中的任意两式相乘并整理可得

 2a b
ab
p c

  


，
 2b c
bc
p a

  


，
 2a c
ac
p b

  


。

解得

 
   a

a p a
p b p c





 

，
 

   b

b p b
p a p c





 

，
 

   c

c p c
p a p b





 

。

因此

           
   

           

2 2 2

2

2

a c b a b c b c a a b c b c a a c b
ab bc ac a b c

p b p c p a p c p a p b
ab bc ac p

             


    

       


  

OA OB OC
OG

OA OB OC
。

2.2. 推论(三角形内切心的向量恒等式)

令三角形 ABC的内切心 G与坐标原点 O重合，则有

            0p b p c p a p c p a p b        GA GB GC 。

2.3. 三角形旁切心的坐标公式

三角形 ABC的顶点 A所对的旁切心为G，则

       
2

p p b p p c p b p c
p bc

     
 



OB OC OA
OG 。
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证明：

根据三角形旁切圆的性质，有

BD BF p c    ，CD CE p b    。

由定比分点公式，有

   p b p c
a

  
 

OB OC
OD ，

   p c c p p c
p c

     
  

OA OF OB OA
OB OF ，

   p b b p p b
p b

     
  

OA OE OC OA
OC OE 。

设 a
AG
G D





 
， b

BG
G E





 
， c

CG
G F





 
，则

 1a

a




 
 

OG OA
OD ，

   
 1 1

a aa

a a

p b p c a
a

 
 

       
 

OB OC OAOD OA
OG ，

 
 1 1

b bb

b b

b p p b
b

 
 

       
 

OB OC OAOB OE
OG ，

 
 1 1

c cc

c c

c p p c
c

 
 

       
 

OC OB OAOC OF
OG 。

对上面三式的OA、OB、OC的系数分别进行比较，可得

 
 

 
 

1
1 1 1

b c

a b c

p b p c
b c
 

  
 

 
  

， ①

 
 
 

1
1 1 1

ac

b c a

p bp
c a


  


 

  
， ②

   
( )1

1 1 1
b a

c b a

p p c
b a
 

  


 
  

。 ③

把上面三式相乘并整理可得

   a b c
abc

p p b p c
   

 
；

再分别把①②③中的任意两式相乘并整理可得

 2a b
ab
p b

  


，
 2a c
ac
p c

  


， 2b c
bc
p

   。

解得
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  a
ap

p b p c
 

 
，

 
 b

b p c
p p b







，
 
 c

c p b
p p c







。

因此

           
 

       

2

2

4

a b c a c b a b c a b c a c b a b c

a b c bc

p p b p p c p b p c
p bc

             
 

  

     




OB OC OA
OG

OB OC OA
。

2.4. 推论(三角形旁切心的向量恒等式)

令三角形 ABC的顶点 A所对的旁切心 G 与坐标原点 O重合，则有

        0p b p c p p b p p c        G A G B G C 。
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