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摘  要 

现如今的互联网时代，数据维度灾难性增长，如何从高维数据中提取有用信息成为一大难题。属性约简

是数据预处理的重要步骤之一，能够减少属性维度和计算复杂度，提高分类性能和可解释性。传统的属

性约简方法主要基于信息论、统计学或启发式算法，存在不足之处。本文提出了一种基于图顶点最小覆

盖的序决策系统属性约简方法，利用图来建模属性之间的依赖关系，使属性约简算法和图论知识相结合。

实验结果表明，本文方法在多个数据集上具有较好的约简效果和分类性能，具有良好的可解释性和可视

化效果。 
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Abstract 
In today’s Internet era, the data dimension has grown more dramatically, and how to extract use-
ful information from high-dimensional data has become a big problem. Attribute reduction is one 
of the important steps of data preprocessing, which can reduce the attribute dimension and com-
putational complexity, and improve the classification performance and interpretability. Tradi-
tional attribute reduction methods are mainly based on information theory, statistics or heuristic 
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algorithms, which are shortcomings. In this paper, we propose a method based on the minimum 
coverage of graph vertices to model the dependencies between properties and combining the 
attribute reduction algorithm and graph theory knowledge. Experimental results show that the 
present method has good reduction and classification performance on multiple datasets, with 
good interpretability and visualization. 
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1. 引言 

基于集合论，波兰学者 Pawlak 于 1982 年提出了粗糙集理论[1]，粗糙集理论是用于处理不精确、不

一致、不完备信息和知识的有效工具，其主要思想是通过上下近似来表示数据中的确定性与不确定性，

从而推导出相应的决策规则。属性约简[2] [3] [4] [5]作为粗糙集理论数据预处理中的一个重要步骤，目的

是减少属性维度和计算复杂度，做到数据降维。目前，许多学者对属性约简作了深入的研究并取得了很

多成果[6] [7] [8] [9] [10]，但目前的研究大多以在传统粗糙集理论不断改进启发式属性约简或差别矩阵算

法为主[11] [12] [13]。 
超图是图论中的一种扩展，能够表示节点之间的多重关系，被广泛应用于数据分析、图像分割、社

交网络等领域。超图应用于数据分析主要包括超图聚类、超图分析、超图可视化等方面。超图理论将数

据点作为节点，利用超图表达样本之间的关系。超图分析方法将数据点和特征作为节点，利用超图表达

数据之间的依赖关系，实现数据分析，能够将复杂数据映射到超图上，展示数据之间的关系和特征，提

高数据的可视化效果和理解性。 
本文从超图理论的角度出发，将超图理论的最小顶点覆盖算法与序决策系统相结合，提高约简效率。

经实验证明本文所提算法具备一定的有效性。 

2. 基本概念 

2.1. 序决策系统 

设一个四元组 ( ), , ,CIS U AT V f= 为一个信息系统，如果在信息系统 CIS 中的某一属性的值域上存在

偏序关系，则称该属性为一个准则。当 CIS 中每个属性都为一个准则时，该系统为一个序决策系统

( ), , ,OIS U AT V f= 。其中： 
• U：表示所有对象的集合，称为论域。 
• AT：包含条件属性集合 C 和决策属性集合 D。 
• V：表示条件属性集合 C 和决策属性集合 D 的值域。 
• f：代表一个映射函数 :f U AT V× → ，论域中的每一个对象在条件属性和决策属性上对应一个属性值，

即 ( ) ( ),i k k if x c c x= 。 
定义 1 [14] 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中，对于 C∀ ⊆� ，有优势关系定义如下： 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , ,i j i jx x U UDomin q f x q f xa ce qn ∈ × ≥= ∀ ∈��                 (1) 

且满足 ( ) { }( )c BDominance Dominance c∈=� ∩ 。其中， ( ) ( ), ,i jf x q f x q≥ 表示在属性 q 下，对象 ix 优

于对象 jx 。 
优势关系是一个满足自反性、传递性和不对称性的偏序关系。因此，优势关系 ( )Dominance � 可以

导出论域在条件属性子集上的覆盖 ( ) [ ]{ }i iU Dominance U x x U≥= = ∈
�

� � 。其中，[ ]2ix
�
称之为优势类，

且 [ ] ( ) ( ){ },i j j ix x U x x Dominance≥ = ∈ ∈
�

� 。在决策属性上，同样有一个覆盖表示为 

[ ]{ } { }1 2, , ,
Di i nU D x x U D D D≥ ≥ ≥ ≥= ∈ = � ，其中 [ ] ( ) ( ){ },i D j j ix x U x x Dominance D≥ = ∈ ∈ 称之为决策类。 

定义 2 [14] 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中，对于 C∀ ⊆� ，有下、上近似定义如下： 

( ) [ ]{ }i i i iDDominance x U x D≥≥ ≥= ⊆∈� �
                         (2) 

( ) [ ]
ii

i iDx
Domina De xnc ≥

≥≥
∈

=� �
∪                              (3) 

且边界域表示为 ( ) ( ) ( )i i iBND Dominance DomiD D na Dnce≥ ≥ ≥= −�� � 。 

2.2. 超图 

超图理论是对传统图论的扩展和推广。在传统图论中，图由节点和边组成，而超图引入了超边的概

念，以允许节点之间的多重关系。在超图中，超边可以连接多个节点，而传统图中的边只能连接两个节

点。超边可以连接任意数量的节点，从而更好地捕捉节点之间的复杂关系。每个节点和超边可以具有任

意类型的属性，这使得超图可以应用于各种实际问题。 
定义 3 [15] 设超图为一个二元组 ( ),H V E= ，其中 { }1 2, , , nV v v v= ⋅⋅⋅ 为顶点集合， { }1 2, , , mE e e e= � 为

超边集合。 
如图 1 所示为一个超图，共包含 13 个顶点和 8 条超边。 

 

 
Figure 1. The hypergraph example 
图 1. 超图示例 

3. 基于序决策系统的下近似属性约简算法 

序决策系统的下近似约简定义如下： 
定义 4 [14] 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中，对于 C∀ ⊆� ， { }1 2, , , nU D D D D≥ ≥ ≥= � 。当 RED C⊆

为序决策系统的下近似约简，当且仅当满足以下条件： 
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1) 对于 i UD D≥∀ ∈ ，有 ( ) ( )iR C iED D DDominance Dominance≥ ≥= ； 
2) 对于 red RED∀ ∈ ， i UD D≥∃ ∈ ，有 ( ) ( )r iREDiedDominance DominanceD D≥ ≥≠ 。 
条件(1)为联合充分性，条件(2)为个体必要性。 
定义 5 [14] 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中，对于 C∀ ⊆� ， { }1 2, , , nU D D D D≥ ≥ ≥= � 。 

( )( ),OIS OIS i jMatrix M x x= 为一个规模为
2U 的差别矩阵。且满足以下条件： 

( ) { } ( ): , ,
,

, otherwise
k k i j

i jOIS

c c C x x Condition
xM x

 ∈ ∈= 
∅

                     (4) 

其中， ( ) ( ) ( ){ }/
, ,

i
i j i i jD U D C C ix x x DomConditi inance D x Dominancen Do ≥

≥ ≥
∈

∉ ∈= ∪ 。 
定义 6 [14] 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中，对于 C∀ ⊆� ， { }1 2, , , nU D D D D≥ ≥ ≥= � 。 

( )( ),OIS OIS i jMatrix M x x= 为一个规模为
2U 的差别矩阵，其差别函数定义如下： 

( ) ( )( ), ,i j OIS iOIS jx x M x xF = ∧ ∨                              (5) 

基于上述定义，给出序决策系统下经典差别矩阵算法(Classical discernibility matrix algorithm in or-
dered decision system, CDM-ODS) (表 1)。 
 
Table 1. Classical discernibility matrix algorithm in ordered decision system (CDM-ODS) 
表 1. 序决策系统下经典差别矩阵算法 

输入：序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 。 

输出：所有约简结果集合 RED。 

1) 初始化： RED =∅； 

2) 根据条件属性集合 C 和决策属性 D 计算序决策系统下 ( ), , ,OIS U AT V f= 每个对象的优势类 [ ]Cix ≥ 和决策类

{ }1 2, , , nU D D D D≥ ≥ ≥= � ； 

3) 对决策类 { }1 2, , , nU D D D D≥ ≥ ≥= � 中的每一个 iD≥ 计算下近似集合 ( )C iDominan e Dc ≥ ； 

4) 根据下近似 ( )C iDominan e Dc ≥ 计算差别矩阵 OISMatrix ； 

5) 计算差别函数 ( ),OIS i jx xF ； 

6) 将差别函数 ( ),OIS i jx xF 转化为极小析取范式； 

7) 输出所有约简集合 RED。 

4. 基于图顶点最小覆盖的属性约简算法 

差别矩阵算法进行属性约简的过程与图论中寻找最小顶点覆盖集之间存在共同点。因此针对这种情

况，可以将序决策系统构造出的差别矩阵生成一张超图，在超图上进行求解顶点最小覆盖。 
定义 7 设二元组 ( ),H V E= 为一个超图，V 顶点集合，E 是超边集合。在超图 ( ),H V E= 中定义如下

布尔函数： 

{ }:HF e e E= ∧ ∨ ∈                                     (6) 
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对该函数求解极小析取范式所得结果就是最小顶点覆盖集合。 
定义 8 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中， ( )( ),OIS OIS i jMatrix M x x= 为序决策系统生成的差别矩

阵，由该系统差别矩阵导出的超图定义如下： 

( ),OISH V E=                                        (7) 

其中，顶点集合V C= ，超边集合 ( ),OIS i jE M x x= 。 
定义 9 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中， ( )( ),OIS OIS i jMatrix M x x= 为序决策系统生成的差别矩

阵，由该系统差别矩阵导出的超图为 ( ),OISH V E= 。顶点集合V C= ，则 V 中顶点的度表示为 ( )H iDegree v ，

顶点的度表示为与顶点相关联的超边数。 
定理 1 在序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 中， ( ),OISH V E= 为序决策系统的差别矩阵生成的超图，则

有 ( )OIS OISRED Vertex H= 。 
其中， ( )OISVertex H 代表超图 ( ),OISH V E= 的定点最小覆盖。 

证明： 
要证明 ( )OIS OISRED Vertex H= 首先假设 ( )( ),OIS OIS i jMatrix M x x= 为该系统生成的差别矩阵。通过定义

8 可知诱导超图 ( ),OISH V E= 的超边集合 ( ),OIS i j OISE M x x Matrix= ∈ ，因此有 OISE Matrix⊆ 。这将分为以

下两种情况： 
情况一： OISE Matrix= ； 
情况二： OISE Matrix⊂ 。 
在情况一中，通过定义 7 可知显然 { } ( ) ( )( ): , ,H iO jIS OIS i jF e e E x x xF M x= ∧ ∨ ∈ = = ∧ ∨ ；在情况二中，

由 OISE Matrix⊆ 可知 { }OISMatrix E C= ∪ ，即 ( ),OIS i j OISM x x Matrix C∈ ⊂ ，根据吸收律可得 

( )( ) ( ) ( ), ,OIS i j OIS i jCM x x M x x∨ ∧ ∨ = ∨ 。综上得 { } ( ) ( )( ): , ,H iO jIS OIS i jF e e E x x xF M x= ∧ ∨ ∈ = = ∧ ∨ 。 
基于上述定理，给出序决策系统下基于图顶点最小覆盖的属性约简算法(Attribute reduction algorithm 

based on graph vertex minimum cover in ordered decision system, ARGVMC-ODS) (表 2)。 
 
Table 2. Attribute reduction algorithm based on graph vertex minimum cover in ordered decision system, ARGVMC-ODS 
表 2. 序决策系统下基于图顶点最小覆盖的属性约简算法 

输入：序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 。 

输出：所有约简结果集合 RED。 

1) 初始化： RED =∅； 

2) 求序决策系统 ( ), , ,OIS U AT V f= 的差别矩阵 OISMatrix ； 

3) 将差别矩阵 OISMatrix 转化为 ( ),OISH V E= ； 

4) 针对超图 ( ),OISH V E= ，若 E ≠ ∅ ，重复 5 至 7： 

5) 计算顶点的度 ( )H iDegree v ，按从小到大排序； 

6) 选择 ( ){ }0 max :H i iv Degree v v V RED= ∈ − ，并使 { }0RED RED v= ∪ ； 

7) 计算 ( )
MIDS

i
i

v RED
E E d v

∈
′ = − ∪ h

，并使 E E′= ； 

8) 输出所有约简集合 RED。 
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5. 实验分析 

本实验选取八组 UCI 数据集进行约简效率和分类精度的对比，详细信息如表 3 所示。在验证算法有

效性之前，使用 WEKA3.8 对数据集进行离散化预处理。本节进行的所有的实验都是在一台带有

MacOS13.0 Ventura、Intel(R) Core(TM) i9-9880H 八核 2.30 GHz CPU 和 16GB 内存的笔记本电脑上进行。

算法在 Pycharm2023 开发工具是使用 Python 编写，实验图使用 MatlabR2021a 绘制。 
 
Table 3. Data set information 
表 3. 实验使用的数据集 

序号 名称 对象数 特征数 分类数 

1 Wine 178 13 2 

2 Abalone 4177 8 29 

3 Car 1728 6 4 

4 Breast Cancer 699 9 2 

5 Concrete 1030 9 15 

6 Connection 990 10 11 

7 Yeast 1484 8 10 

8 Zoo 101 16 2/3/7 

5.1. 约简效率 

如图 2 所示为本文所提算法 ARGVMC-ODS 与经典差别矩阵算法 CDM-ODS 在序决策系统下按论域

规模比例均匀增加时的算法执行时间曲线。从中可以看出，当论域中的对象数量比例较小时，算法效率

差别不大。当对象的规模逐渐增大时，两种算法的执行时间均有上升，并且经典差别矩阵算法 CDM-ODS 
 

     
(a) Wine                          (b) Abalone                            (c) Car 

     
(d) Breast Cancer                     (e) Concrete                      (f) Connectionist Bench 

https://doi.org/10.12677/hjdm.2023.134032


战柏成 
 

 

DOI: 10.12677/hjdm.2023.134032 333 数据挖掘 
 

   
(g) Yeast                            (h) Zoo 

Figure 2. Comparison of reduction efficiency 
图 2. 约简效率对比 
 
的执行时间始终最长。本文所提算法 ARGVMC-ODS 与之相比，整体运行时间都有所缩短，且变化较均

匀。因此，本文所提算法 ARGVMC-ODS 相对于经典差别矩阵算法 CDM-ODS 的约简效率较高，在大规

模数据集上优势较为明显。 

5.2. 分类精度 

如图 3 与图 4 所示为本文所提算法 ARGVMC-ODS 与经典差别矩阵算法 CDM-ODS 在序决策系统下

在不同数据集上分别在 KNN 与 SVM 分类器上的分类精度对比。在本实验中采取十倍交叉验证的方法计

算分类精度。其中，经典差别矩阵算法 CDM-ODS 能够得出所有约简结果，而本文所提算法

ARGVMC-ODS 能够得出最短结果，因此对经典差别矩阵算法 CDM-ODS 的约简结果取平均值。从图中

可以看出，本文所提算法在实验数据集上有较高的分类精度。 
 

 
Figure 3. Comparison of classification accuracy (KNN) 
图 3. 分类精度对比(KNN) 

 

 
Figure 4. Comparison of classification accuracy (SVM) 
图 4. 分类精度对比(SVM) 
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6. 结论 

在本文中，首先通过寻找最小顶点覆盖和差别矩阵属性约简的共性，进一步提出在序决策系统回顾

下基于顶点最小覆盖的属性约简算法，将图论与粗糙集理论相融合。本文所提算法 ARGVMC-ODS 与差

别矩阵算法思想相比，无需计算最小析取范式，避免了时间复杂度过高的问题，能够提高算法效率。通

过选取的八组 UCI 数据集上进行算法有效性验证。从实验结果可以看出，本文所提算法相比于传统的差

别矩阵算法效率较高。 
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