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Abstract: Phase transition identification is the key technology of weak signals detection using Duffing oscil-
lator. Considering the complexity and huge computation of existing algorithms, the instantaneous frequencies 
of the chaotic and large scale period states of Duffing oscillator system output were analyzed using empirical 
mode decomposition. A novel method for phase transition identification based on instantaneous frequency of 
the first intrinsic mode function of Duffing oscillator system output was proposed. Based this phase transition 
identification algorithm, a new method of weak signals detection using Duffing oscillator was proposed. Si-
mulation results indicate this method’s validity. 
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摘  要：利用 Duffing 振子检测微弱信号的关键在于对振子相变的正确判别，针对现有 Duffing 振子相

变判别方法存在计算量大、不易量化处理的问题，本文利用经验模态分解方法，研究了混沌临界状态

以及大尺度周期状态下 Duffing 振子系统输出信号瞬时频率特性，提出了以系统输出第一层内蕴模态

函数瞬时频率极差为度量的相变判别方法。基于此相变判别方法，提出了一种新的基于瞬时频率的

Duffing 振子微弱信号检测方法。通过仿真计算，实现了信噪比(SNR)为–52 dB 的微弱正弦信号的

Duffing 振子检测。 
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1. 引言 

随着人类社会的不断发展和科技的不断进步，各

种无线系统的应用使得空间电磁环境越来越复杂。通

信系统，特别是某些频段上的无线通信系统会遭受到

强烈的背景噪声干扰，某些情况下会造成通信系统性

能的急剧下降。传统的通信信号检测方法如相干检测 

法其检测效果理想与否很大程度上取决于滤波器性能

的好坏，而且随着噪声的增大，测量结果的精度恶化

很快。因此，为保证通信可靠的进行，有必要进一步

研究信噪比检测门限低，检测精度高的通信信号检测

方法。 

近年来，人们对利用 Duffing 振子检测淹没在噪

声中微弱正弦信号的检测原理与方法进行了大量研*基金项目：泰山学者建设专项基金。 
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究[1-3]。混沌振子用于微弱信号检测的物理机制来源于

对混沌的控制。其原理就是处在临界状态的 Duffing

振子，当加入与系统内置策动力同频同相的待测信号

后，即使待测信号淹没在强噪声背景下，Duffing 振子

也能迅速从混沌状态进入大尺度周期状态。这种系统

状态的变换通常通过人为地观察相图或者时域波形来

判断[1-3]。对系统相变的判定对错直接决定着信号检测

的性能好坏。 

通过对相图的目测进行 Duffing 振子的相变判别

只是一种定性的相变测度，无法定量分析。鉴于观察

Duffing 振子相图或者时域波形判断相变的弊端，文献

[4]引入了功率谱熵的概念，通过 Duffing 振子不同状

态下，系统输出信号功率谱熵的不同作为测度来判断

状态的改变。但是该方法仍然是一种定性的测度，只

是从观察相图的变化转变为观察功率谱熵图的变化，

没有给出定量的测度。文献[5]根据系统处于混沌和大

尺度周期时其庞加莱截面上的点分别处于奇怪吸引子

的有界发散状态和一周期点收敛状态的区别来区分混

沌与大尺度周期状态。该方法仍没有脱离“观察图”

的相变判断方法。就相图变化的定量测度方面的研究，

主要集中在混沌时间序列复杂度指标的定义和计算

上[6,7]。其主要思想是利用混沌系统不同状态下的输出

信号有着不同的复杂度和相关性，通过复杂度的定量

计算来区分系统相图的变化，而常用的诸如 Lyapunov

指数、近似熵等复杂度指数均存在计算复杂的缺点。

文献[8]提出了一种利用系统解与周期策动力的相位

变化规律判别 Duffing 振子相变的新方法，对从振子

相轨迹运动的相位角度考虑 Duffing 振子不同状态复

杂度是一种很好的尝试，利用该方法，成功检测出背

景噪声为–20 dB 时的信号。本文研究内容受文献[8]

的启发，从研究振子不同状态下相轨迹的瞬时频率特

性的不同出发，判别 Duffing 振子的相变发生与否。 

瞬时频率是研究瞬态和非平稳现象的一个重要的

物理量，1998 年 N. E. Huang 提出 EMD 方法[9]，就是

建立在瞬时频率的基础上，其基本思想是首先将信号

分解成几个基本的 IMF，再利用 Hilbert 变换对各个

IMF 分量进行时频分析。EMD 方法最重要的意义是使

得信号的瞬时频率有意义。 

本文利用EMD方法将Duffing不同状态下输出信

号分解成几个基本内蕴模态函数(intrinsic mode func-

tion，IMF)，求出其各个 IMF 的瞬时频率。根据临界

状态和大尺度周期状态下系统输出的瞬时频率特性的

不同，提出基于系统输出第一层 IMF 分量瞬时频率极

差的相变判别方法，该方法物理意义明了，易于量化

计算，通过仿真验证该方法在低信噪比条件下具有良

好的抗噪性。 

2. Duffing 振子微弱信号检测原理 

G. Duffing 在 1918 年通过对具有非线性恢复力项

的受迫振动系统的研究，提出一个标准化的动力学方

程即著名的 Duffmg 方程：    x x f x g t    ，式中，

 f x 是一个含三次项的非线性函数，  g t 是一个周

期函数。Duffing 方程是非线性系统中研究比较充分的

数学模型，一般有多种形式，Holmes 型的 Duffing 方

程的标准形式如下： 

 3 cosx x x x t                 (1) 

其中，  cos t  为周期策动力，  为阻尼比，
3x x  为非线性恢复力。由于系统状态对周期策动力

的强度  有很强的敏感性，  取值不同，系统的解在

相空间呈现不同状态，表现出丰富的非线性动力学特

性，包括周期运动、分岔、混沌等复杂形态。通过相

图可以直观地研究 Duffing 系统的各种运动状态。如

图 1 所示，混沌态相图对应着一定区域内随机分布的

永不封闭的轨迹，大尺度周期态相图对应着封闭曲线。 

利用 Duffing 振子检测微弱信号就是利用 Duffing

系统对周期策动力强度的强烈敏感性及对噪声的“免

疫力”[1-3]，根据系统相变(从混沌状态到大尺度周期

态的转变)来检测信号的存在与否或者诸如幅度、频率

等某些物理特征。其系统模型为： 

     3 cos cosx x x x t a t t             (2) 

式中，  cosa t 是待测正弦信号， 是加性随

机噪声。 

 t

3. 非平稳信号的 EMD 分解 

3.1. 瞬时频率的定义 

信号瞬时频率的概念由 Carson 和 Fry 开始提出之

后，历经 VanderPol、Gabor、Ville 等人的补充和修正，

逐渐形成了共识，即：瞬时频率的解析信号相位求导

定义极具合理性[10]。信号瞬时频率的求解过程如下。 

对于任意的一个时间序列  X t ，我们总是可以得 
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(a) Chaotic motion                    (b) Large-scale periodic motion 

(a) 混沌状态                           (b) 大尺度周期状态 

Figure 1. Phase space of Duffing oscillator in differential motions 
图 1. Duffing 振子不同状态下的相图 

 

到它的 Hilbert 变换   Y t
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其中，P代表柯西主值。所有属于 PL


空间的函数

都存在 Hilbert 变换。在这个定义下， X t 的 Hilbert

变换 构成复数的虚部，这样就得到一个解析信号 Y t

Z t ： 

         e j tZ t X t iY t a t            (4) 

其中， 1i   ， 

     
1 22 2a t X t Y t     

   
 

arctan
Y t

t
X t

   

理论上，有无数种定义复数虚部的方法，但是只

有 Hilbert 变换定义的虚部才称为解析函数。本质上式

(3)定义的 Hilbert 变换可以视为  X t 与1 t的卷积，所

以它强调了  X t 的局域特性。在式(4)中，极坐标表

达形式进一步展现了信号的局域性质：通过三角函数

最佳的幅度变化和相位变化表现。对解析信号的相位

求导得到信号 t  X t 的瞬时频率为： 

   d1

2π d

t
f t

t


                 (5) 

需要指出的是对任一信号做简单的 Hilbert 变换

可能会出现无法解释的、缺乏实际物理意义的频率成

分。因而非平稳多分量信号的瞬时频率的获得需要满

足相当严格的条件，并不是任意一个解析信号都可以

通过传统定义得到有意义的瞬时频率。 

3.2. EMD 算法 

1998 年，华裔美国学者 E. N. Huang 教授在一次 

国际学术会议上首次提出一种适于非平稳信号分析的

新方法的设想——基于经验的模式分解方法 [10] 

(EMD)。E. N. Huang 认为，对于瞬态与非平稳现象，

频率与能量一般都是时间的函数，因此需要给出瞬时

频率和瞬时能量的定义。目前信号瞬时能量的概念已

被广泛接受，但在可以使数据解析化的 Hilbert 变换出

现之前，瞬时频率的概念和意义却一直存有争议。人

们根据 Hilbert 变换提供的、能够完全表达原始数据幅

度和相位的函数，给出了瞬时频率的统一定义。从定

义可以看出瞬时频率是时间的单值函数，即在任意时

刻只存在一个振荡模式。所以在使用瞬时频率这一概

念时，对应的数据受到了一定的限制。这主要因为任

何一个时刻，数据中可能包含多个振荡模式，此时

Hilbert 变换不能给出该信号完全的频率内容，所得到

的结果只是多个振荡模式的平均效果，从而瞬时频率

的意义变得模糊。为了从复杂信号中得到有意义的瞬

时频率，E. N. Huang 根据瞬时频率物理意义上的必要

条件，提出把含有多个振荡模式的数据分解成满足一

定条件的多个单一振荡模式分量的线性叠加，每个单

一振荡模式分量又叫做一个 IMF 分量，并提出了一种

基于经验的模式分解方法[10]。每一个单一模式分量都

满足 Hilbert 变换的必要条件，使得用 Hilbert 变换求

解信号的瞬时频率成为可能。 

信号  X t 的 EMD 分解基本思路如下[11]： 

1) 取信号的局部最大值和局部最小值定义的上

下包络的平均值  1m t ，则 

    1 1 X t m t h t              (6) 

理想情况下，  1h t 应是一个 IMF 分量。实际上，对 
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于非平稳信号，其包络均值有可能不同于真实的局部

均值。结果，一些非对称波形仍可能存在，为了去除

叠加波，并使波形更加对称、该过程需要被重复 k次，

直到得到 的平均包络值趋于零为止。在处理这一

过程中，有时因为过多的重复该处理过程会导致 IMF

分量变成纯粹的幅度不变的频率调制信号，为了避免

这一情况，必须确定一个过程停止的准则，通常采用

限制两个连续的处理结果的标准差来实现，标准差如

式(7)所示，SD 的值通常在 0.2~0.3 之间选择。当 SD

满足准则后，取第一个 IMF 分量 。 

 kh t

   1 kc t h t

   
 

2

1

2
0 1

T
k k

t k

h t h t
SD

h t


 


             (7) 

2) 从原始信号中分离出分量  1c t ，得到 

     1 1X t c t r t               (8) 

把 当作新的数据按数据以上相同的过程处理，得

到如下的结果： 

 1r t

1 2 2

2 3 3

1n n n

r c r

r c r

r c r

  
  


  


                (9) 

式(8)和式(9)相加，得到 

 
1

n

i n
i

X t c


  r              (10) 

即完成了将信号  X t 分解成 n个 IMF 和一

个剩余分量 。 

1 2, , , nc c c

nr

然后通过 2.1 节所述的求瞬时频率的定义，求解

由 EMD 分解出的各个 IMF 分量的瞬时频率，这些分

量的瞬时频率物理意义明确，打破了 Fourier 变换的限

制，得到了信号时间和频率的联合描述方法。 

4. Duffing 振子输出的瞬时频率 

利用 Euler-Maruyama 算法对式(9)进行数值积分，

系统参数阻尼比  为 0.5，  = 1 rad/s，初始状态

，积分步长为  = 0.0025 s，积分时间 250 s。

经数值试验可知

0,0

图 2(a)所示为混沌状态下，系统输出 X 的三层

EMD 分解 ， 和 以及 X。图 2(b)是大尺度周期状

态下系统输出 X 的三层 EMD 分解。由图 1(b)可以看

出，大尺度周期态的系统输出的第二层 IMF 及余量

已约等于零，可见大尺度周期态下，系统输出本身

即是一个基本模态分量，也验证了系统输出的信号的

周期性。而从由图 2(a)可以看出，在混沌状态下，系

统输出信号可以分解成几个单一的基本模态，说明了

系统混沌态下输出包含多个振荡模式，也验证了混沌

信号的复杂性。 

1c 2c 2r

2c

2r

图 3(a)、(b)分别是临界状态(   = 0.822)(混沌态到

周期态的临界)和大尺度周期态(    0.8221)下，系统

输出信号 X 的第一层 IMF 瞬时频率细节。从图 3(a)

可知，临界状态下第一层 IMF 瞬时频率变化剧烈而无

规则，没有明显规律性，其最大值可到约 0.27 Hz 左

右，极差约为 0.226 Hz。 

=

从图 3(b)可以看出大尺度周期态时，系统输出信

号X的第一层 IMF瞬时频率均值等于周期策动力频率

(1 rad/s ≈ 0.159 Hz)，瞬时频率极差约为 0.1 Hz，围绕

着周期策动力频率轻微周期波动，这一现象称为波内

频率调制[12]。 

从数值结果分析看出临界状态和大尺度周期态下

输出信号 X的第一层 IMF 瞬时频率特征明显不同：临

界状态下系统输出信号X的第一层 IMF瞬时频率极差

比大尺度周期态下瞬时频率的极差大。本文提出“用

临界状态和大尺度周期态下输出信号 X的第一层 IMF

瞬时频率的极差作为系统相变的判别依据”，根据试

验结果分析，可设置极差门限 0.15 Hz，若系统输出信

号 X的第一层 IMF 瞬时频率极差大于 0.15 Hz，则认

为系统仍处于混沌状态，若极差小于 0.15 Hz，则判定

系统进入周期态。 

5. 仿真实验 

本节设置试验，采用上节的相变判别方法，利用

Duffing 振子检测某一频率的正弦信号的有无。该实验

可以推广到任意频率的正弦信号检测上，只要设置内

置驱动力与待测感兴趣的信号频率相同即可。 

 t

  = 0.822 是系统从混沌态到大尺度

周期态的临界点。由大量仿真结果可知系统将在 150 s

左右后进入稳定状态[1]，为了研究系统稳态输出的瞬

时频率，略去最开始的 150 s 的系统输出数据，然后

对进入稳态后的数据进行 EMD 分解，求出各个 IMF

的瞬时频率。 

设置式 (2) 中内置驱动力的幅度为临界值

0.822  ，高斯白噪声  t 的单边功率谱密度 D 为

0.0001，数值积分参数同第 3.2 节。Duffing 振子系统

相图及输出 X的第一层 IMF 瞬时频率如图 4 所示。此 
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(a) Chaotic motion                     (b) Large-scale periodic motion 

(a) 混沌状态                           (b) 大尺度周期状态 

Figure 2. IMF of Duffing oscillator in differential motions 
图 2. Duffing 振子不同状态下各 IMF 分量 

 

 

 
(a) Chaotic motion                    (b) Large-scale periodic motion 

(a) 混沌状态                           (b) 大尺度周期状态 

Figure 3. Instantaneous frequencies of IMF1 of X in differential motions 
图 3. 不同状态下 X 的第一层 IMF 的瞬时频率 

 
   

 

 
(a) Phase space                    (b) Instantaneous frequencies of IMF1 

(a) 相图                           (b) 第一层 IMF 的瞬时频率 

Figure 4. Duffing oscillator with noise inputted 
图 4. 输入噪声后的 Duffing 振子 

 

状态下，第一层 IMF 瞬时频率的极差为 0.20 Hz。 

系统加入强度为 0.001 的待测信号  cosa t ，系

统输出相图及 X 的第一层 IMF 的瞬时频率如图 5 所

示。此时，第一层 IMF 瞬时频率的极差为 0.12 Hz。

图 5(a)与图 3(b)相比，可知由于噪声的引入，X 的第

一层 IMF 的瞬时频率稍微有些波动。根据上一节提出

的极差判别门限，可以判断由于有和周期策动力同频

同相待测信号  cosa t 的加入，系统进入了周期态。

图 4(a)和图 5(a)也从相图的角度证明了Duffing振子系

统从混沌态转到了大尺度周期态，说明该判别方法结 
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(a) Phase space with to-be-det                (b) Instantaneous frequencies of IMF1  

signal in putted                           with to-be-detected signal in putted 
(a) 相图                             (b) 第一层 IMF 的瞬时频率 

Figure 5. Duffing oscillator with to-be-detected signal inputted 
图 5. 输入待测信号后的 Duffing 振子 

 

果的正确性。此时待测信号和噪声之间的信噪比为[1]： 

SNR=
2

10

2
10log

2

a

D t

 
  

 –52 dB 

经多次仿真验证，若 SNR 从–52 dB 再减小，文

中所提方法已不能够正确判别相变的发生，故本文以

–52 dB 为所提相变判别方法的性能限。 

6. 结论 

针对现有 Duffing 振子相变判别方法存在计算量

大、不易量化处理的问题，本文提出力一种基于瞬时

频率的 Duffing 振子相变判别方法，研究了基于此判

别方法的 Duffing 振子微弱信号检测技术。通过数值

仿真，以频率为 1 rad/s 的信号为例，成功检测出了信

噪比为–52 dB 的正弦信号。 
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