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Abstract 
In this paper, the design of a linear phase finite impulse response filter is formulated as an eigen 
problem of a real, symmetric, positive-definite matrix. The unknown filter coefficients can be ob-
tained by calculating the eigenvector corresponding to the minimum eigenvalue of the matrix. The 
modified method does not need a reference frequency point for normalization as done in tradi-
tional eigenfilters. Instead, average over the passband is carried out. Simulations show that the 
modified method leads to improved design performance. 
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摘  要 

本文将线性相位FIR滤波器的设计表示成一个实对称正定矩阵的特征问题。根据求解该矩阵的最小特征

值所对应的特征向量来确定滤波器的系数。通过在通带取平均的方法，避免了参考频率的设定问题。仿

真结果表明，该方法提高了特征滤波器法的设计性能。 
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1. 引言 

如果一个 FIR 滤波器的脉冲响应函数具有对称性或反对称性，则其相位响应是频率的线性函数(或附

加一个固定的初始相位)，这样的滤波器称为线性相位 FIR 滤波器。由于系数的对称性，实现线性相位

FIR 滤波器所需要的乘法器数量只有相同长度 FIR 滤波器的(约)一半，并且没有相位失真，因而线性相位

FIR 滤波器在无线通信，图像处理，语音处理等领域有非常广泛的应用。在设计线性相位 FIR 滤波器时，

通常需要给出通带和阻带的区间以及相应误差范围(如通带起伏，阻带衰减等)，有时还需要附加一些时域

或频域约束。常见的设计方法有窗函数法，频率采样法，等波纹法[1]，线性规划法，最小二乘法[2]等。

这些方法在计算量，优化的目标函数，数值稳定性等方面差别较大。窗函数法最为简单，但它在任何意

义上都不是最优的。在给定通带和阻带起伏的约束下，等波纹法可以得到最短的滤波器。它的通带和阻

带具有等波纹特性，在最大误差最小化意义上是最优的。但这种方法无法兼容滤波器的时域和频域约束。

线性规划法需要占用大量的内存空间并且计算时间较长。最小二乘法可以极小化误差的能量，但这种方

法需要矩阵求逆运算，因而计算量较大。此外，该方法还存在数值稳定性问题，特别是在设计长滤波器

时该问题更为突出。Vaidyanathan 和 Nguyen 将线性相位 FIR 滤波器的设计表示成一个实对称正定矩阵的

特征向量问题[3]，通过求解该矩阵的最小特征值所对应的特征向量即可得到滤波器的脉冲响应函数。随

后该方法被推广至任意 FIR 滤波器的设计[4]，高阶数字差分器的设计[5]，IIR 滤波器的设计[6]，2 维 FIR
滤波器的设计[7]。该方法避免了复杂的矩阵求逆运算，可以用高效的迭代法仅仅求解一个特征向量。这

个方法的另一个优点是可以兼容滤波器的时域和频域约束。但是该方法将零频设为参考频率，引入了不

必要的附加约束。本文通过在通带取平均的方法，避免了参考频率的设定问题，并提高了线性相位 FIR
滤波器的设计性能。 

2. 传统最小二乘法 

一个因果的长度为 N 的 FIR 滤波器可以表示为 

( ) ( )
1

0

N
n

n
H z h n z

−
−

=

= ∑                                       (1) 

如果该滤波器的脉冲响应函数 ( )h n 具有对称性，即 ( ) ( )1h n h N n= − − ，则其频率响应具有线性相位。

如果 N 是偶数，该滤波器称为 1 型滤波器；如果 N 是奇数，该滤波器称为 2 型滤波器。其频率响应可表

示为 

( ) ( ) ( )1 2e e j NjH Aωω ω− −=                                     (2) 

其中 ( )A ω 是幅度响应(实数)。 
由于对称性，大约一半的滤波器系数不是独立未知数。N 为奇数时，定义 
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( )1 2M N= −                                         (3) 
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[ ]T0 1 Mb b b= b                                      (5) 

[ ]T1 cos cos Mω ω= c                                   (6) 

其中上标“T”代表转置。类似地，N 为偶数时，定义 
2M N=                                            (7) 

( )2 1nb h M n= − −                                         (8) 

[ ]T0 1 1Mb b b −= b                                       (9) 

( ) T
cos 2 cos3 2 cos 2 1 2Mω ω ω= −  c                           (10) 

则滤波器的幅度响应可表示为 

( ) ( )TA ω ω= b c                                         (11) 

所谓滤波器设计就是求解未知的系数向量 b ，使其幅度响应尽可能逼近期望的幅度响应 ( )D ω 。 ( )D ω
通常在通带为 1 而在阻带为 0。设 pω 是通带截止频率， sω 是阻带截止频率，R 是通带和阻带的并集。传

统最小二乘法就是极小化通带和阻带的均方误差 

( ) ( ) ( )( )2
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其中矩阵Q ，向量 p，标量 d 满足 
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∈
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(12)中的目标函数是二次函数，对其求导并令导数为零可得 

( ) 2 2 0lsE∇ = − =b Qb p                                     (16) 

因此最优解为 
1−=b Q p                                            (17) 

显然该方法包含矩阵求逆运算，计算量较大。 

3. 传统特征滤波器法 

阻带的均方误差可表示为 

( ) ( )( ) ( ) ( )π π2 T Td d
s s

T
s sE D A

ω ω
ω ω ω ω ω ω= − = =∫ ∫ b c c b b P b                     (18) 

其中 sP 是一个实对称的正定矩阵 

( ) ( )π T d
s

s ω
ω ω ω= ∫P c c                                    (19) 
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与阻带不同，在通带难以将均方误差 pE  表示成系数向量 b 的二次函数。为此，引入零频处的频率

响应 ( ) T0A = 1b  代替期望的频率响应 ( )D ω ，其中1是一个全是 1 的列向量。则有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 TT T
0 0

0 dp p
p pE A A d

ω ω
ω ω ω ω ω= − = − − =∫ ∫ b c c b b P b1 1                (20) 

其中 

( )( ) ( )( )T

0
dp

p
ω

ω ω ω= − −∫ 1 1P c c                                (21) 

为了使通带和阻带的均方误差都极小化，可以极小化如下的凸组合： 
( )1s pE E Eα α= + −                                      (22) 

其中 0 1α≤ ≤ 是在通带性能和阻带性能之间折衷的权系数。因此，最终的均方误差可以表示为 
( )T ,   1s pE α α= = + −b Pb P P P                                 (23) 

其中 P 是一个实对称的正定矩阵。根据瑞利原理，在单位范数 T 1=b b 的约束下，极小化上述均方误差的

最优解为矩阵 P 的最小特征值所对应的特征向量。由于仅计算一个特征向量，因而相对于矩阵求逆，该

方法的计算量较小。 

4. 改进的特征滤波器法 

在传统的特征滤波器法中，选择零频处的幅度响应是为了引入滤波器的系数向量 b 。这相当于要求

零频的幅度响应为通带响应的均值，因而施加了不必要的约束。这限制了滤波器在零频可能的幅度响应，

例如不能为极值。因此，可以将通带内 L 个频率点的响应的均值 ( )aA ω 作为期望响应，这样也可以引入

滤波器的系数向量 b 。 
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其中 ,  1, ,i i Lω =  ，是通带内的离散频率点， f 是这些频点上的平均响应 ( )
1

1 L

i
iL

ω
=

= ∑f c 。因而通带的均

方误差可表示为 

( )( )2 T
0

dp
p a mE A A

ω
ω ω= − =∫ b P b                                (25) 

( )( ) ( )( )T

0
dp

m
ω

ω ω ω= − −∫P f c f c                               (26) 

用 mP 代替传统特征滤波器法中的 pP 即为改进的特征滤波器法，即 

( )1s mα α= + −S P P                                       (27) 

矩阵 S 的最小特征值所对应的特征向量即为滤波器的系数向量 b ，再由(4)或(8)得到滤波器的脉冲响

应函数。显然，该方法不需要人为指定一个参考频率。 

5. 设计举例 

假定设计一个长度为 149 的低通线性相位滤波器，通带截止频率 0.25πpω = ，阻带截止频率 0.4πsω = 。

利用 Matlab 平台用上述三个方法设计该滤波器。传统最小二乘法通过公式(17)的矩阵求逆实现，传统特

征滤波器法通过求解矩阵 P 的最小特征值所对应的特征向量实现，改进的特征滤波器法通过求解矩阵 S
的最小特征值所对应的特征向量实现。用三个方法所设计的滤波器如图 1 所示。通过对比可见，传统最

小二乘法具有(相对)最大的阻带旁瓣，传统特征滤波器法比传统最小二乘法具有较小的阻带旁瓣，而改进

的特征滤波器法具有最小的阻带旁瓣。 
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Figure 1. Frequency responses of low pass filters designed by 
the three methods (N = 149, ωp = 0.25 π, ωs = 0.4 π) 
图 1. 三种方法设计的低通滤波器(N = 149, ωp = 0.25 π, ωs 
= 0.4 π) 

6. 结论 

本文在分析比较了设计线性相位滤波器的传统最小二乘法和传统特征滤波器法的基础上，给出了一

种改进的特征滤波器法。该方法通过在通带取平均的方法，避免了人为指定参考频率，可以获得更好的

阻带衰减特性。 
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