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Abstract 
Lame coefficients must be considered in calculating gradient, divergence, rotation under ortho-
gonal curvilinear coordinates. The expressions and equations are pretty complicated and hard to 
remember. According to tensor analysis, scalar field’s gradient and vector field’s divergence, rota-
tion should be independent on coordinate system, and they can be calculated via a general method 
and equation. Thinking about the cylindrical coordinate system and spherical coordinate system, 
the concrete expressions of gradient, divergence, and rotation are obtained through the given me-
trics. The Lame coefficients can be understood, and the gradient, divergence, rotation conceptions 
can be clarified. Through the calculation process, we can distinguish the coordinate base of an or-
thogonal curvilinear coordinate system and the coordinate base of a local moving frame. 
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摘  要 

在正交曲线坐标系下求标量场的梯度和矢量场的散度、旋度一般需要用到拉梅系数，其公式复杂难记。

根据张量分析，标量场的梯度和矢量场的散度、旋度应该不依赖于坐标系，在不同的坐标系下应该有统

一形式的一般求法。针对柱坐标系和球坐标系，通过简单的分析，给出了基于度规表达式的计算公式，

一般性地解决了标量场的梯度和矢量场的散度、旋度的计算问题。本文的讨论，有助于理解拉梅系数产

生的原因，更好地理解和认识梯度、散度和旋度的计算。通过对直角坐标系和一般曲线坐标系中结果的

分析，澄清了正交曲线坐标系中柱坐标系和球坐标系的基底和对应的局域活动标架基底的关系。 
 
关键词 

正交曲线坐标系，坐标基底，局域活动标架，梯度，散度，旋度 

 
 

1. 引言 

在大学物理专业的理论力学、电磁学、电动力学和场论等课程中，经常采用矢量微分算符∇来表示可

微函数的梯度、散度、旋度等，如 gradw = ∇w，"div" A ⃗= ∇∙A ⃗，"rot" A ⃗ = ∇ × A ⃗，其中 w 为三维空间

的一个标量场，A ⃗为三维空间中的一个矢量场[1]-[4]。标量场的梯度、矢量场的散度和旋度是物理场本

身的内禀性质，不依赖于坐标系的选择；但在不同的坐标系中其计算形式却十分不同，表达式非常复杂，

因而经常容易出错。对此，以前的文献中也有很多研究和讨论，但其中绝大部分是通过坐标变换来阐释

和说明的[5]-[8]。针对一般正交曲线坐标系的情况，根据坐标变换人们给出了采用拉梅系数等成熟的方法，

但要理解物理场梯度、散度、旋度计算的内涵还是需要用几何的方法进一步的研究、解析和澄清。 
本文将利用黎曼几何和张量分析的知识和概念[9]-[12]，推导在一般曲线坐标系中梯度、散度、旋度

的计算公式，以帮助人们理解和认识拉梅系数的产生根源。由于在三维平直空间中采用笛卡尔坐标系(直
角坐标系)，其中的矢量的逆变和协变对应分量刚好相同，因此我们在直角坐标系中讨论问题时就不必区

分它们。但是，即使在三维平直空间中，只要不采用直角坐标系，那么问题就会变得比较复杂，我们必

须区分矢量的逆变和协变，也必须搞清楚正交曲线坐标系的基底和对应的活动标架的基底的区别和联系。

事实上，通常的教科书中给出的正交曲线坐标系中的表达式，都是针对局域活动标架的结果，与黎曼几

何中的坐标基底(逆变矢量)、对偶基底(协变矢量)还相差着一个变换关系。 

2. 梯度、散度、旋度的坐标表述和几何表述 

2.1. 标量场的梯度和矢量场的散度、旋度在不同坐标系下的计算公式 

物理场是空间和时间的函数，如标量场 ( ), , ,w x y z t 、矢量场 ( ), , ,x y z tA ，当它们与时间无关时则称

为稳定场。本文只讨论物理场的空间变化性质，当然只涉及对空间坐标的偏微分。在直角坐标系中，标

量场的梯度和矢量场的散度、旋度可以直接利用直角坐标系中的矢量微分算子(哈密顿算子) 

x y ze e e
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

  

进行计算。此时，标量场 ( ), , ,w x y z t 的梯度： 



安宇森 等 
 

 
37 

yx z
w w ww
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
e e e 。 

矢量场 ( ), , ,x y z tA 的散度： 

yx zAA A
x y z

∂∂ ∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
A 。 

矢量场 ( ), , ,x y z tA 的旋度： 

x y z

x y z
y yx xz z

x y z

A AA AA AA
x y z y z z x x y

A A A

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂  ∇× = = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

e e e

e e e 。 

标量场 ( ), , ,w x y z t 的拉普拉斯算子： 
2 2 2

2
2 2 2

w w ww
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
。 

然而，在三维空间的柱坐标系和球坐标系之下矢量微分算子(哈密顿算子) ∇的定义分别为 
1

z zρ θρ ρ θ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

e e e 和
1 1

sinr r r rθ ϕθ θ ϕ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

e e e 。此时我们无法直接利用直角坐标系中类 

似的简单计算得到梯度、散度和旋度，而是必须考虑和利用拉梅系数，一般性的公式如下： 

1
1 1 2 2

2 3
3 3

1 1 1w w ww
h u h u h u

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
e e e ，                          (1) 

( ) ( ) ( )2 3 1 3 1 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 ,
h h A h h A h h A

h h h u u u
 ∂ ∂ ∂

∇ ⋅ = + + ∂ ∂ ∂ 
A                       (2) 

1 1 2 32 3

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1
h h h

h h h u u u
h A h A h A

∂ ∂ ∂
∇× =

∂ ∂ ∂

e e e

A ，                             (3) 

2 2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 ,
h h h h h hw w ww

h h h u h u u h u u h u
     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∇ = + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
                (4) 

其中 1 2 3,,h h h 为拉梅系数， 1 2 3, ,u u u 为相应的坐标。对直角坐标系，有 

1 2 31, 1, 1,h h h= = =  

1 2 3, ,u x u y u z= = = . 

对柱坐标系，有 

1 2 31, , 1,h h hρ= = =  

1 2 3, , .u u u zρ θ= = =  

对球坐标系，有 

1 2 31, , sin ,h h r h r θ= = =  

1 2 3, , .u r u uθ ϕ= = =  
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2.2. 黎曼几何中标量场的梯度、矢量场的散度和旋度的定义 

在黎曼几何中，三维空间中的线元为不变量，其表达式为： 

2d d ds g x xµ ν
µν= ，                                    (5) 

其中
11 12 13

21 22 23

31 32 33

g g g
g g g g

g g g
µν

 
 =  
 
 

为在某一坐标系之下表示空间几何的度规张量(协变张量)。对应的行列式

11 12 13

21 22 23

31 32 33

g g g
g g g g

g g g
= 称为度规行列式，而对应的 gµν 的逆矩阵 g µν 则是表示空间几何的逆变度规张量(逆变

张量)。 
根据黎曼几何和张量分析的基本理论，标量场的梯度、矢量场的散度和旋度都是不依赖于坐标系的；

而且由于度规的存在，所有的空间张量场(当然包括矢量场)都可以通过协变度规和逆变度规把相应的指标

降下来或升上去。在这样的几何背景之下，一个标量场 ( ),w x tµ 的梯度为协变矢量，其定义为： 

; ,
ww w w
xµ µ µ

∂
∇ = = =

∂
。                                (6) 

矢量场 ( ),x tµA 的散度为标量，定义为： 

( ); ,
1A A A g A

xg
µ µ µ σ µ
µ µ σµ µ

∂
∇ ⋅ = = + Γ =

∂
A 。                      (7) 

矢量场的旋度公式比较复杂，利用黎曼几何理解旋度公式需要先用到体元的概念。体元是指一个𝑛𝑛阶
的全反称张量场，它需要满足连续且处处非零2个条件。一般而言，体元的选择具有相当的任意性；但当

指定一个度规之后，可以选择体元满足下述条件： 

( )1 2
1 2

1 !,n
n

s nα α α
α α αε ε = −



 

其中s代表线元表达式中系数为-1的坐标个数。这种体元叫做与度规适配的体元，一般指定度规后，体元

默认采用与度规适配的体元。 
有了体元的概念之后，三维空间中一个矢量场的旋度可以表示为 

; .A Aαβγ αβγ
β α α βε ε∇× = = ∂A                               (8) 

在上述公式中，矢量场 A取其协变矢量的形式，而其旋度∇× A则为逆变矢量的形式。由于体元具有

全反称性质，如涉及坐标系下的分量，则体元的三个指标必须不同。对于正定度规，体元在某一坐标系

下的分量满足如下数值： 

123 gε = ，                                      (9) 

g 为度规行列式。容易看出， 123 1 gε = 。 

标量场 ( ),w x tµ 的拉普拉斯算子为标量，其定义为： 

( ) ( )2
; ;;

1 1 ww g w g g w g g
x x xg g

τµ τµ τµ
µ µτ τ µτ

∂ ∂ ∂ ∇ = = =  ∂ ∂ ∂ 
。            (10) 
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3. 正交曲线坐标系下梯度、散度和旋度的一般计算方法 

3.1. 坐标系的基底和局域活动标架的基底之间的关系 

直角坐标系和柱坐标系之间的变换关系为： 

cos ,
sin ,

,

x
y
z z

ρ θ
ρ θ

=
 =
 =

 

取微分，有 

d cos sin 0 d
d sin cos 0 d
d 0 0 1 d

x
y
z z

θ θ ρ
θ θ ρ θ

−    
    =    
    
    

， 

这是2组对偶矢量之间的变换关系，左边是直角坐标系的对偶坐标基底，但是右边并不是柱坐标系的

对偶坐标基底，而是局域活动标架的对偶基底，这样可以保证它们的正交归一性。 
根据对偶矢量的定义，对偶基底之间的变换关系就是矢量的分量之间的变换关系，而矢量分量之间

的变换关系和基底之间的变换关系是互逆的，因此有 

cos sin 0
1 sin cos 0

0 0 1

x

y

z z

ρ θ θ
θ θ

ρ θ

∂   ∂
   ∂ ∂    

∂ ∂    = −    ∂ ∂      ∂ ∂ 
  ∂ ∂  

， 

这样，通常的直角坐标系的基底与柱坐标系的基底的变换关系为 

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

x

y

z z

θ

ρ θ θ
θ θ

    
    = −    
    
    

e e
e e
e e

。 

我们通常教科书中使用的柱坐标系的基底，并不是柱坐标系的黎曼几何意义下的坐标基底，而是经

过了单位化处理之后的基底，满足正交归一条件，本文中称这套基底为局域活动标架的基底。另外，满

足正交归一条件的局域活动标架基底，其逆变形式与协变形式相同，这点类似于我们的直角坐标系，可

以把局域活动标架看作是局域的小直角坐标系。 
对任意的一个逆变矢量 A，在柱坐标系之下，可以利用局域活动标架基底和坐标系的基底，有两种

展开形式，即 
z

zA A Aρ θ
ρ θ= + +A e e e ， 

1 zA A A A
z

µ ρ θ

ρ θ ρ
   ∂ ∂ ∂   = = + +      ∂ ∂ ∂      

A 。                     (11) 

类似地，对任意的一个协变矢量 A


，在柱坐标系之下，可以利用局域活动标架基底和坐标系的对偶

基底，有两种展开形式，即 
z z

z zA A A A A Aρ θ ρ θ
ρ θ ρ θ= + + = + +A e e e e e e ， 
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( ) ( ) ( ) ( )d d d zA A z Aρ θρ θ ρ= + +A 。 

同样，直角坐标系和球坐标系之间的变换关系为： 

sin cos ,
sin sin ,
cos ,

x r
y r
z r

θ ϕ
θ ϕ
θ

=
 =
 =

 

取微分，有 

d sin cos cos cos sin d
d sin sin cos sin cos d
d cos sin 0 sin d

x r
y r
z r

θ ϕ θ ϕ ϕ
θ ϕ θ ϕ ϕ θ

θ θ θ ϕ

−    
    =    
    −    

， 

这是2组对偶矢量之间的变换关系，左边是直角坐标系的对偶坐标基底，但是右边并不是球坐标系的

对偶坐标基底，而是局域活动标架的对偶基底，这样可以保证它们的正交归一性。 
计算上式中变换矩阵的逆矩阵，得直角坐标系与通常所述的球坐标系的基底之间的变换关系为： 

sin cos sin sin cos
1 cos cos cos sin sin

sin cos 01
sin

r x

r y

r z

θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ θ ϕ θ

θ
ϕ ϕ

θ ϕ

  ∂ ∂
  ∂ ∂    

∂ ∂    = −     ∂ ∂    − ∂ ∂  
   ∂  ∂ 

， 

这样，通常的直角坐标系的基底与球坐标系的基底的变换关系为 

sin cos sin sin cos
cos cos cos sin sin

sin cos 0

r x

y

z

θ

ϕ

θ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ θ ϕ θ

ϕ ϕ

    
    = −    

    −   

e e
e e
e e

。 

对任意的一个逆变矢量 A，在球坐标系之下，可以利用局域活动标架基底和坐标系的基底，有两种

展开形式，即 
r

r A A Aθ ϕ
θ ϕ= + +A e e e ， 

1 1
sin

rA A A A
r r r

µ θ ϕ

θ ϕ θ
 ∂ ∂ ∂   = = + +     ∂ ∂ ∂     

A 。                    (12) 

类似地，对任意的一个协变矢量 A，在球坐标系之下，可以利用局域活动标架基底和坐标系的对偶

基底，有两种展开形式，即 
r r

r rA A A A A Aθ ϕ θ ϕ
θ ϕ θ ϕ= + + = + +A e e e e e e ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d sinrr A rA r Aθ ϕθ ϕ θ= + +A 。 

经过以上的讨论和研究，我们知道任何正交曲线坐标系在空间的任何一点都有三组基底来表达和分

解一个任意的张量，这三组基底分别为局域活动标架的基底(即通常教科书中的所谓坐标基底) 

( )21 3e e e 、对偶坐标基底 ( )1 2 3d d dx x x 和逆变坐标基底 1 2 3x x x
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ 
。对不同的正交曲线坐标 

系，这三组基底之间的关系会不同，而它们正是求解标量场的梯度、矢量场的散度和旋度时需要考虑的
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拉梅系数的本质来源。 
在柱坐标系情况下，三组基底依次是： 

( ) ( ), d d d ,z z
zθρ ρ θ

ρ θ
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

e e e 。 

它们之间的对应关系为 

d
1d

d zz

z

θ

ρ
ρρ

ρ θ
ρ θ

∂ 
 ∂    
 ∂   ⇔ ⇔      ∂         ∂ 
 ∂ 

e
e
e

。                              (13) 

在球坐标系情况下，三组基底依次是： 

( ) ( ), d d d ,r r
rθ ϕ θ ϕ

θ ϕ
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

e e e 。 

它们之间的对应关系为 

d
1d

sin d 1
sin

r
rr

r
r

r

r

θ

ϕ

θ
θ

θ ϕ

θ ϕ

 ∂
 ∂    

  ∂   ⇔ ⇔     ∂         ∂ 
 ∂ 

e
e
e

。                          (14) 

3.2. 梯度、散度和旋度的一般计算公式 

在柱坐标系情况下，参考公式(5)，三维空间的线元表达式为： 
2 2 2 2 2d d d ds zρ ρ θ= + + 。                               (15) 

此时，度规为： 

2

1 0 0
0 0
0 0 1

gµν ρ
 
 =  
 
 

，                                 (16) 

度规行列式为： 

2 2

1 0 0
0 0
0 0 1

g gµν ρ ρ= = = ，                              (17) 

逆变度规为： 

2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

g µν ρ
 
 =  
 
 

。                                (18) 

由公式(6)，标量场 ( ),w x tµ 的梯度定义为： 
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; ,
w w w ww w w

zxµ µ µ ρ θ
 ∂ ∂ ∂ ∂

∇ = = = =  ∂ ∂ ∂∂  
。                        (19) 

考虑到3种基底之间的对应关系式(13)，我们得到标量场 ( ),w x tµ 的梯度在柱坐标系中以通常的局域

活动标架基底表述的结果为： 

; ,
1

z
w w w ww w w

zxµ µ θµ ρ ρ ρ θ
∂ ∂ ∂ ∂

∇ = = = = + +
∂ ∂ ∂∂

e e e 。                     (20) 

由公式(7)，矢量场 ( ),x tµA 的散度： 

( ); ,
1A A A g A

xg
µ µ µ σ µ
µ µ σµ µ

∂
∇ ⋅ = = + Γ =

∂
A ， 

考虑到公式(11)，我们有 

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 1

1 1

z

z

A A A A
zx

A AA
z

µ ρ θ
µ

θ
ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ θ ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ θ

 ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = = + + ∂ ∂ ∂∂  

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
.

A
               (21) 

由公式(8)、(9)，矢量场 ( ),x tµA 的旋度： 

( ) ( )
;

1 ,
z z

A A

A AA A A A
z z zg

αβγ αβγ
β α α β

θ θρ ρ

ε ε

ρ ρ

ρ θ θ ρ ρ θ

∇× = = ∂

    ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       = − − − + −         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂           

A

 

利用公式(13)，进一步整理后，我们有 

( ) ( )
;

1

1

z z

z

z

A A

A AA A A A
z z zg

z
A A A

αβγ αβγ
β α α β

θ θρ ρ

ρ θ

ρ θ

ε ε

ρ ρ

ρ θ θ ρ ρ θ

ρ

ρ ρ θ
ρ

∇× = = ∂

    ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       = − − − + −         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂           

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

A

e e e

.

       (22) 

由公式(10)，标量场 ( ),w x tµ 的拉普拉斯算子为标量，其定义为： 

( )2
; ;

11 22 33

2

2 2

2 2 2

1

1

1 1

1 1

ww g w g g
x xg

w w wg g g
z z

w w w
z z

w w w
z

τµ τµ
µ τ µτ

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ θ θ

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ θ θρ

ρ
ρ ρ ρ ρ θ

∂ ∂ ∇ = =  ∂ ∂ 

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
     ∂ ∂ ∂ ∂

= + +    ∂ ∂ ∂ ∂     


  



                  (23) 
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在球坐标系情况下，参考公式(5)，三维空间的线元表达式为： 
2 2 2 2 2 2 2d d d sin ds r r rθ θ ϕ= + + 。                            (24) 

此时，度规为： 

2

2 2

1 0 0
0 0
0 0 sin

g r
r

µν

θ

 
 =  
 
 

，                               (25) 

度规行列式为： 

2 4 2

2 2

1 0 0
0 0 sin
0 0 sin

g g r r
r

µν θ
θ

= = = ，                         (26) 

逆变度规为： 

2

2 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1 sin

g r
r

µν

θ

 
 =  
 
 

。                             (27) 

由公式(6)，标量场 ( ),w x tµ 的梯度定义为： 

; ,
w w w ww w w

rxµ µ µ θ ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂

∇ = = = =  ∂ ∂ ∂∂  
。                        (28) 

考虑到3种基底之间的对应关系式(14)，我们得到标量场 ( ),w x tµ 的梯度在球坐标系中以通常的局域

活动标架基底表述的结果为： 

; ,
1 1

sinr z
w w w ww w w

r r rxµ µ θµ θ θ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

∇ = = = = + +
∂ ∂ ∂∂

e e e 。                  (29) 

由公式(7)，矢量场 ( ),x tµA 的散度： 

( ); ,
1A A A g A

xg
µ µ µ σ µ
µ µ σµ µ

∂
∇ ⋅ = = + Γ =

∂
A ， 

考虑到公式(12)，我们有 

( )

( )

( ) ( )( ) ( )

2
2

2 2 2
2 2 2

2
2

1 sin
sin
1 1 1 1 1sin sin sin

sinsin sin sin
1 1 1sin

sin sin

r

r

r A
r x

r A r A r A
r r rr r r

r A A A
r r rr

µ
µ

θ ϕ

θ ϕ

θ
θ

θ θ θ
θ ϕ θθ θ θ

θ
θ θ θ ϕ

∂
∇ ⋅ =

∂
∂ ∂   ∂   = + +    ∂ ∂ ∂    

∂ ∂ ∂
= + +

 
 
 

∂ ∂ ∂
.

A

   (30) 

由公式(8)、(9)，矢量场 ( ),x tµA 的旋度： 

( ) ( ) ( ) ( )
;

sin sin1 r r

A A

r A rA r A rAA A
r r rg

αβγ αβγ
β α α β

ϕ θ ϕ θ

ε ε

θ θ

θ ϕ θ ϕ ϕ θ

∇× = = ∂

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         = − − − + −           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            

A

，
 

利用公式(14)，进一步整理后，我们有 
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( ) ( ) ( ) ( )
;

2

sin sin1

sin
1
sin

sin

r r

r

r

A A

r A rA r A rAA A
r r rg

r r

rr
A rA r A

αβγ αβγ
β α α β

ϕ θ ϕ θ

θ ϕ

θ ϕ

ε ε

θ θ

θ ϕ θ ϕ ϕ θ

θ

θ ϕθ
θ

∇× = = ∂

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         = − − − + −           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

A

e e e

.

 (31) 

由公式(10)，标量场 ( ),w x tµ 的拉普拉斯算子为标量，其定义为： 

( )2
; ;

2 11 2 22 2 33
2

2 2 2
2 2 2 2

1

1 sin sin sin
sin

1 1 1sin sin sin
sin sin

ww g w g g
x xg

w w wr g r g r g
r rr

w w wr r r
r rr r r

τµ τµ
µ τ µτ

θ θ θ
θ θ ϕ ϕθ

θ θ θ
θ θ ϕ ϕθ θ

∂ ∂ ∇ = =  ∂ ∂ 

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

2
2

2 2 2 2 2

1 1 1sin
sin sin

w w wr
r rr r r

θ
θ θθ θ ϕ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

        (32) 

可以看出，上述方法不仅没有机械地引入拉梅系数，而且过程也不再仅仅局限于柱坐标系或球坐标

系。只要给定一个线元表达式，确定了在一个坐标系中的度规张量的具体形式，再利用度规张量得到坐

标基底和局域活动标架基底之间的关系，由最基本的黎曼几何和张量分析的基础知识，就可以求标量场

的梯度和矢量场的散度、旋度。从计算结果可以看出，表达式(20)、(21)、(22)、(23)与用拉梅系数给出的

表达式(1)、(2)、(3)、(4)在柱坐标系的具体情况下的结果是完全相符的。同时，表达式(29)、(30)、(31)、
(32)与用拉梅系数给出的表达式(1)、(2)、(3)、(4)在球坐标系的具体情况下的结果也是完全相符的。 

4. 总结 

根据张量分析，标量场的梯度和矢量场的散度、旋度确实不依赖于坐标系，在不同的坐标系下有统

一形式的一般求法。我们针对柱坐标系和球坐标系，通过简单的分析，给出了基于度规表达式的计算公

式，一般性地解决了标量场的梯度和矢量场的散度、旋度的计算问题。本文的计算，可以帮助我们理解

拉梅系数产生的原因，更好地理解和认识梯度、散度和旋度。在实际计算中，不必再死记复杂的拉梅系

数。通过对直角坐标系和一般曲线坐标系中结果的分析，澄清了正交曲线坐标系中柱坐标系和球坐标系

的基底和对应的局域活动标架基底的关系。 
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