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Abstract 
This paper deals with a constitutive model of particulate-reinforced composites (PRCs) with wea-
kened interfaces, which can describe the evolution of debonding damage, matrix plasticity and 
particle effects on deformation and damage. This damage model is based on the Eshelby’s equiva-
lent inclusion method and self-consistent method. It is assumed that the intact particle, the par-
ticle with a weakened interface and matrix are all inclusions of composites. According to the 
Eshelby’s micromechanics method, the effective elastic modulus of three-phase composites is es-
timated through a numerical calculation. The influence of particle volume fraction change on the 
effective stiffness of particle composites can be predicted during the material damage process. 
This article also illustrates the influences of particle volume fraction and size on the stress-strain 
relation of composites. 
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摘  要 

本文得到了带有弱化表面的颗粒增强复合材料的本构模型，其可以描述颗粒的脱黏破坏以及基体的塑性

和颗粒对复合材料损伤的影响。此损伤模型是基于Eshelby等效夹杂方法和自洽方法，假设基体、完整

颗粒和带有弱化表面的颗粒都属于复合材料的夹杂体，根据Eshelby细观力学的方法，通过数值计算估

算出三相颗粒增强复合材料的有效弹性模量。得出在复合材料损伤过程中，颗粒体积分数变化对颗粒复

合材料有效刚度的影响，并且通过分析计算说明颗粒的体积分数与尺寸对复合材料应力–应变关系的影

响。 
 
关键词 
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1. 引言 

复合材料的有效弹性模量在分析和设计复合材料中起着很重要的作用，并且在复合材料细观力学分

析中得到了广泛的应用[1]，因此很多的研究人员尝试着应用数值方法和理论方法来估算复合材料的有效

弹性模量，解释了表面脱黏损伤是控制局部应力场和复合材料总的力学特性的重要因素[2]。复合材料中

一个最基本的问题是预测单相或多相材料有效或平均宏观性能的特性和关系，为了研究表面脱黏对复合

材料的力学性能的影响，一些学者对颗粒增强复合材料的三相模型进行了研究。本篇论文的三相模型假

设是由基体、完整颗粒以及带有弱化表面的颗粒组成。 
Togho 等人[3]、Togho 和 Weng [4]、Togho 和 Chou [5]基于 Eshelby 等效夹杂原理和 Mori-Tanaka 平

均场的概念建立了增量模型，解释颗粒的脱黏破坏过程，基体的塑性和颗粒的尺寸对复合材料的变形和

破坏的影响。Bian 和 Wang [6]、Wang 等人[7]基于 Eshelby 等效夹杂原理和自洽理论研究了具有两相夹

杂的混凝土复合材料中颗粒的体积分数对等效刚度的作用。Niordson 和 Tvergaard [8]应用有限单元方法

基于应变梯度塑性计算了单个颗粒的非连续性增强复合材料的颗粒尺寸对材料损伤的影响。Nan和 Clarke 
[9]推出了颗粒的尺寸和断裂对金属基复合材料的弹塑性变形的影响，并且延伸有效介质方法解释了颗粒

的尺寸对复合材料基体的应力–应变关系的影响以及颗粒的破坏准则。 
由于颗粒的断裂或者颗粒与基体之间的脱黏都会产生材料的变形，Prangnell 等人[10]分析了金属基

复合材料的弹性相应，他是通过非连续的金属基复合材料的变形来进行描述。Zhao 和 Weng [11]、Ju 和

Lee [12]通过考虑颗粒的表面脱黏相来研究复合材料细观力学的破坏模型。Zhong 等人[13]研究了三相尺

寸具有非完整界面颗粒的颗粒增强复合材料的微观力学模型，得出的结论是当位移通过表面牵引的比例

增加时，若牵引保持连续，则非完整表面就以弹簧模型为特征。 
微观力学模型的提出能够有效的预测颗粒增强复合材料的有效弹性性能和弱化表面的演变过程，假

设材料在未受到外界力的作用时，复合材料中的颗粒都是完整的，当有外界应力时，材料发生变形进而

产生带有弱化表面的颗粒。为了在复合材料中存在具有弱化表面的球形颗粒，本文采用了模型[14] [15]，
其模型具有轻微的弱化表面椭圆夹杂相的 Eshelby’s 张量，基于 Eshelby’s 细观力学，可以获得三相颗粒

增强复合材料的有效弹性模量。Bian 和 Cheng [16]延伸到三相复合材料(颗粒、基体和界面)，分析得出复

合材料的有效弹性模量。Lee [17]描述了三相颗粒复合材料(基体、完整球形颗粒以及带有弱化表面的球

形颗粒)的微观本构模型，利用 Weibull [18]概率函数计算出非完整颗粒的体积分数，画出单轴、双轴和

三轴载荷作用下颗粒 1 增强复合材料应力–应变关系。 
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在本篇论文的模型中，利用 Eshelby [19]等效夹杂原理和自洽原理建立了颗粒强化复合材料的有效体

积和剪切模量。基于上述两种方法说明了完整颗粒到非完整颗粒转变的过程(脱黏破坏)，得出颗粒的体积

分数对等效刚度的影响。通过估算优化的等式来描述颗粒的脱黏破坏对等效刚度改变的规律，同时也说

明了颗粒的体积分数和尺寸对复合材料应力–应变关系的影响。 

2. 复合材料的模型分析 

2.1. 模型的建立 

图 1(a)表示了颗粒增强复合材料在单向拉伸时的起始状态，图 1(b)则表示复合材料在单向拉伸受力

时的破坏情况。假设复合材料颗粒的原始体积分数为 1
If ,当外界应力作用后完整颗粒的体积分数为 1f ，体

积和剪切模量分别为 K1、G1，带有弱化性的体积分数为 2f ，体积剪切模量分别为 K2、G2，脱黏的体积

分数为 vf 。 

2.2. 等效模型的增量理论 

2.2.1. 等效模型 
图 2(a)作为最初的原始模型是一个均匀各项同性无限大的基体中包含了单个颗粒，基体和颗粒的弹

性模量分别是 0
0 ,E ε 和 1

1,E ε 。图 2(b)则基于 Eshelby 等效夹杂的方法，利用 ε 来代表颗粒的等效应变并

且基体的弹性模量还是 0E 。在图 2(c)模型中，我们把基体和颗粒都当做复合材料的夹杂体，经过修改过

的模型就变成了等效基体的弹性模量是 eE  (基体颗粒弹性模量的平均值)，等效应变是 eε 。本文中复合

材料模型包含的三相分别是完整颗粒、带有弱化表面的颗粒和基体，首先本文得到 
 

      
(a)                                    (b) 

Figure 1. Schematics of a particulate composite subjected to uniaxial tension: (a) the 
initial state; (b) the damaged state 
图 1. 单向拉伸作用下颗粒增强复合材料：(a) 原始状态；(b) 破坏状态 

 

 
(a) 原始模型                  (b) 自洽模型               (c) 修改模型 

Figure 2. Different micro-mechanics models of a composite unit 
图 2. 复合材料不同单元的细观力学模型 
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, 0,1, 2i
mn i mnd A d iε ε= ⋅ =                                 (1) 

式中：0——基体，1——完整颗粒，2——非完整颗粒， mnε ——等效应变。 

1 2, , 0,1, 2i i
i

i i

K GA i
K G

ρ ρ
 

= = 
 

                               (2) 

( ) ( )1 2,
1 1

i ii i

j j i j j i

K G
K K G G

ρ ρ
α α β β

= =
− + − +

                        (3) 

( )1 0 1 11 I IK f K f K= − ⋅ + ⋅                                  (4) 

( )1 0 1 11 I IG f K f K= − ⋅ + ⋅                                  (5) 

式中： ( )1 11 ,I If f− 分别是基体、完整颗粒的初始体积分数，K、G 分别是复合材料的体积和剪切模量。 
因为有弱化表面相的存在，所以组成颗粒强化复合材料的 Eshelby 张量有两个，即 1 2,S S  

1 2 , 1, 2
3 3i i iS iα β= + =                                   (6) 

( )
( )1 1

6 23 ,
3 4 5 3 4

K GK
K G K G

α β
+

= =
+ +

                             (7) 

( )
( )2 1 0 2 0 3 0 42

0

1 500
400 1

a
a

α θ λ ψ θ φ µ θ ψ µ θ
ν

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
−

                 (8) 

( )
( ){ }2 5 0 62

0

1 3 2
400 1

a
a

β θ µ φ ψ θ
ν

= ⋅ + + ⋅
−

                        (9) 

( )22
1 0 0 2 080 480 400 , 1 2θ ν ν θ ν= − + − = −                          (10) 

2
3 0 098 140 50θ ν ν= − + −                                  (11) 

2
4 0 0268 1240 1300θ ν ν= − +                                (12) 

( )22
5 0 0 6 0320 720 400 , 7 5θ ν ν θ ν= − + = −                          (13) 

式中： a ——颗粒的直径， 0λ ——基体的拉梅常数， 0µ ——基体的剪切模量， 0ν ——泊松比，ϕ ，ψ ——

代表了切向和法相的界面的参数。 
把式(7)~(13)带入到公式(6)即可获得 1 2,S S 的表达式。 
由公式(1)得： 

( )
1

1 2
1 1 1 10 , ,mn

mn

d A A A A
d
ε
ε

= =                                (14) 

( )
2

1 2
2 2 2 20 , ,mn

mn

d A A A A
d
ε
ε

= =                                (15) 

( )
( )

( )
( )

0 1 0 11 2
1 1

1 1 1 1

,
K K K G G G

A A
K K K G G G

α β
α β

− ⋅ + − ⋅ +
= =

− ⋅ + − ⋅ +
                      (16) 

( )
( )

( )
( )

0 2 0 21 2
2 2

2 2 2 2

,
K K K G G G

A A
K K K G G G

α β
α β

− ⋅ + − ⋅ +
= =

− ⋅ + − ⋅ +
                      (17) 



卞立春 等 
 

 
67 

式中： ( )*,i i i
mn kk mnd d dσ σ σ= ， ( )*,i i i

mn kk mnd d dε ε ε= ， ,i i
kk kkd dε σ ——应变及应力球张量， ,i i

mn mnd dε σ∗ ∗ ——应

变及应力偏张量。 

2.2.2. 在外载荷作用下的增量本构关系 
基于前面模型的假设，颗粒的有效弹性模量可以写成： 

( )1 0 1 2
1 1 0 1 1 2 21 I

mn mn mn mnL d f L d f L d f L dε ε ε ε⋅ = − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅                    (18) 

由式(14)和式(18)可得： 

( ){ }1 1 0 1 1 1 2 2 2
1

1 1 IL f L f L A f L A
A

= − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅                         (19) 

根据胡克定律得： 
1 1

1 1mn mn mnL d d dfε σ σ⋅ = +                                 (20) 

式中： ( )1 1 13 , 2L K G= ， 1 1,K G 是颗粒等效刚度的体积和剪切模量。 
根据公式(18)得： 

( )1 1
1

1

1
mn mn mnd d df

L
ε σ σ= + ⋅                                (21) 

由式(19)及式(20)可得： 

( )0 1
1

1 1

1
mn mn mnd d df

A L
ε σ σ= + ⋅

⋅
                             (22) 

( )2 12
1

1 1
mn mn mn

Ad d df
A L

ε σ σ= +
⋅

                              (23) 

当完整颗粒和带有弱化表面颗粒完全脱黏时，就会产生脱黏引起的空洞，由公式(1)得： 

, 1, 2vi
mn vi mnd A d iε ε= ⋅ =                                 (24) 

1 2
1 1 2 2

1 1 1 1, , ,
1 1 1 1v vA A

α β α β
   

= =   − − − −   
                       (25) 

即 1 2v v v
mn mn mnd d dε ε ε= + 。 

把公式(1)、(24)代入公式(21)中简化为： 

( )11 2
1

1 1

v v v
mn mn mn

A Ad d df
A L

ε σ σ+
= +

⋅
                            (26) 

同理 ( )*,v v v
mn kk mnd d dε ε ε= 。 

3. 复合材料的有效弹性模量 

复合材料总的本构关系可以写成： 

1
1

1 1
mn mn mn

t v

d d df
L L

ε σ σ= + ⋅                               (27) 

( )3 , 2t t tL K G= 表示复合材料总的有效弹性模量， 

( )3 , 2v v vL K G= 表示空洞的等效弹性模量。 
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基于 Reuss 理论，总的有效模量 tL 可以写成： 

( )1 1 2
0 1 2

1 1 1 1 11 I
v

t v

f f f f
L L L L L

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅                         (28) 

式中： ( )0 0 03 , 2L K G= ， ( )1 1 13 , 2L K G= ——分别是基体和颗粒的等效弹性模量。 
根据公式(22)、(23)和(26)得： 

1 22

0 1 1 2 1 1 1 1

1 1 1 1, , v v

v

A AA
L A L L A L L A L

+
= = =

⋅ ⋅ ⋅
                        (29) 

把公式(29)代入(28)中可得： 

( ) ( )1 1 21 2
2

1 1 1 1 1 1 1

11
I

v v
v

t

f A Af Af f
L A L L A L A L

− +
= + + ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ ⋅
                      (30) 

由公式(19)得出： 

( )
( )

1 1
1

0 1

K K K
K

K K K
α

ω
α

− ⋅ +
= ⋅

− ⋅ +
                               (31) 

( )
( )

1 1
1

0 1

G G G
G

G G G
β

ϖ
β

− ⋅ +
= ⋅

− ⋅ +
                                (32) 

( ) ( )
( )

( )
( )

0 1 0 2
1 0 1 1 2 2

1 1 2 2

1 I K K K K K K
f K f K f K

K K K K K K
α α

ω
α α

− ⋅ + − ⋅ +
= − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

− ⋅ + − ⋅ +
           (33) 

( ) ( )
( )

( )
( )

0 1 0 2
1 0 1 1 2 2

1 1 2 2

1 I G G G G G G
f G f G f G

G G G G G G
β β

ϖ
β β

− ⋅ + − ⋅ +
= − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

− ⋅ + − ⋅ +
            (34) 

根据本模型可以有效的预测复合材料的有效弹性模量。把公式(2)~(3)、(14)~(18)、(21)~(23)、(26)、
(31)~(34)代入公式(30)可得： 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

0 21 1
1 1 2

0 1 2 2

1 11 2

1 2

1 1 1

2
1 1

I

t

v

K K KK K K
f f f

K K K K K K K

K K K
f

K

αα
ω α α

αα α
α α

 − ⋅ +− ⋅ +
= − + ⋅ + ⋅ − ⋅ + − ⋅ +

− ⋅ +− −
+ ⋅ ⋅ − − 

                (35) 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

0 21 1
1 1 2

0 1 2 2

1 11 2

1 2

1 1 1

2
1 1

I

t

v

G G GG G G
f f f

G G G G G G G

G G G
f

G

ββ
ϖ β β

ββ β
β β

 − ⋅ +− ⋅ += − + ⋅ + ⋅ − ⋅ + − ⋅ +
− ⋅ +− − + ⋅ ⋅ − − 

                (36) 

4. 理论分析结果 

为了说明我们提出的颗粒增强复合材料细观力学弹性破坏模型，我们考虑了单轴拉伸的 SiC 颗粒与

Al 合金的应用计算分析。我们所采用的 Al 合金基体是 6061-T6，具体的材料性能参数见表 1。 
表 1 指出了复合材料两种夹杂体的杨氏模量和泊松比。本文的基本模型虽然是三相夹杂复合材料，

但由于完整颗粒和带有弱化项颗粒本身的力学性能没有发生变化，因此只显示两种夹杂。假设原始颗粒 

的体积分数为 1 0.2If = ， 2.0ϕ = ， 3.0ψ = ，已知基体的剪切模量
( )

0
0

02 1
E

v
µ =

+
。 
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Table 1. Material properties of particle composites 
表 1. 颗粒复合材料的力学特性 

Parameter (参数) Matrix (6061-T6 合金) Particles (SiC) 

Young’s modulus (杨氏模量)/GPa 68.3 490 

Possion’s ratio (泊松比) 0.33 0.17 

 
根据公式(35)可以得到有效体积模量与体积分数之间的变化关系，具体如图 3 所示。 
图 3(a)表示的是有效体积模量与空洞的体积分数和带有弱化表面颗粒的体积分数之间的关系。当我

们只考虑带有弱化表面颗粒和空洞的体积分数对有效体积模量的影响时，结果如图 3(b)和图 3(c)所示。

图 3(b)表示的是当给定空洞的体积分数时等效弹性模量 tK 与 2f 之间的关系，很明显当空洞的体积分数 vf
是定值时，等效弹性模量 tK 随着 2f 的增大而减小。而且带有弱化表面颗粒的分数越大， tK 减小的就越

明显。图 3(c)表示的是当给定带有弱化表面颗粒的体积分数为常数时，等效弹性模量 tK 与 vf 的关系。当

2f 给定时， tK 随着 vf 的增大而减小，且 vf 越大 tK 减小的越迅速。 
根据公式(36)可得有效剪切模量与体积分数的关系，具体如图 4 所示： 
图 4(a)表示的是复合材料等效剪切模量与空洞的体积分数和带有弱化表面颗粒的体积分数之间的关

系。如果我们只考虑单个体积分数(带有弱化表面颗粒或空洞)对等效剪切模量的影响时，就如图 4(b)和图

4(c)所示。图 4(b)表示的是当给定空洞的体积分数时复合材料的等效剪切模量 tG 与 2f 之间的关系。显然

当空洞的体积分数 vf 是定值时，等效剪切模量 tG 随着 2f 的增大而减小。而且带有弱化表面颗粒的分数越

大， tG 减小的就越明显。图 4(c)表示的是当给定带有弱化表面颗粒的体积分数为常数时，等效剪切模量 tG
与 vf 的关系走向。当 2f 给定时， tG 随着 vf 的增大而减小，并且 vf 越大， tG 减小的越迅速。 

5. 颗粒尺寸与体积分数的影响 

根据 Ramburg-Osgood 等式，复合材料基体的应力–应变关系如下[9]： 
10 0 0

0 0
0

0 0 0

n

t t
t E E

σ σ σε λ
σ
 

= +  
 

                                (37) 

式中： 0 0,t tσ ε 分别表示等效应力、应变， 0
0 0, ,E nσ 表示基体的杨氏模量、等效材料的屈服应力和工作强度

指数， ( )0 0 0
0 0 0bulk

σ σ σ= + ∆ 。其中， ( )0 0
0 0,

bulk
σ σ∆ 表示纯基体的初始屈服应力(86 MPa)及基体的强度。 
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         (38) 

上述公式中 0µ 是基体的剪切模量，b (=0.283 nm)表示柏氏矢量，d 为颗粒的直径尺寸， , , ,ξ ζ η γ 是一

些常数，1.0，0.4，1.0，2.0， T∆ 表示温度的改变量， θ∆  ( 619.3 10 C−= ×  )热膨胀的不匹配度[20]。 op
tε

基体的等效塑性应变[4]， λ 表示材料常数 3/7。如果考虑基体为 Al ( 0 70 GPaE = , 0 0.33ν = )，颗粒 SiC 

( 1 165 GPaE = , 1 0.22ν = )，Ramburg-Osgood 参数 A356-T4 的 ( )0
0 86 MPa

bulk
σ = ，n = 0.212。颗粒的原始

体积分数为 1 0.1If = 。 

图 5 和图 6 结果显示了 Togho 和 Itoh [3]、Nan 和 Clarke [9]等的结果与本文计算方法的比较。图 5
说明了颗粒的尺寸对复合材料的影响情况，本文的模型是基于 Eshelby 等效夹杂和自洽方法的理论基础 
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(a) 表示有效体积模量 tK 与 2,vf f 关系 

 
(b) 表示等效剪切模量 tK 于 2f  

 
(c) 表示等效剪切模量 tK 于 vf  

Figure 3. Relation between effective elastic modulus and void/weakened interface volume fractions 
图 3. 有效体积模量与空洞体积分数和带有弱化表面颗粒的体积分数之间的关系 
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(a) 表示有效剪切模量 tG 于 2,vf f  

 
(b) 表示等效剪切模量 tG 于 2f  

 
(c) 表示等效剪切模量 tG 于 vf  

Figure 4. Relation between effective shear modulus and void/weakened interface volume fractions 
图 4. 等效剪切模量与空洞体积分数和带有弱化表面颗粒的体积分数之间的关系 
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Figure 5. Particle size effects on stress-strain relations of composites 
图 5. 颗粒尺寸对材料的应力–应变关系的影响 

 

 
Figure 6. A comparison between constitutive relations obtained from dif-
ferent computing methods and experimental data 
图 6. 不同的计算方法的本构关系与实验结果的对比 

 
建立的。此模型中颗粒的尺寸越大对材料的应力、应变关系的影响越小，尺寸越小影响就显得明显许多。

其中 ID model 是 Togho 等人[3]所描述没有尺寸影响的模型。 
图 6 显示了本文的计算方法相较于其他的结果与实验结果更吻合。首先从建模的角度来说：Togho

和 Nan 等人所采用的模型都是基体、颗粒和最后脱黏而形成的空洞，空洞则是颗粒的脱黏形成。本研究

论文的模型则采用的是三相模型：基体、完整颗粒、弱化表面相颗粒以及脱黏形成的空洞。此文中的空

洞是有两部分组成，完整颗粒的脱黏形成空洞和弱化表面相颗粒脱黏形成的空洞。再者从运用的方法不

同来说：Togho 所运用的主要是 Mori-Tanaka’s 法与等效夹杂的相结合，而 Nan 等人所运用的是断裂破坏

理论。本篇论文所采用的思想是等效夹杂和自洽方法的结合来计算复合材料的本构关系，根据自洽的基

本定义，对此模型的修正即把颗粒与基体都作为复合材料的夹杂相。Togho 和 Nan 等人考虑了颗粒脱黏

直接到空洞的过程，而本文考虑了由完整颗粒到弱化表面颗粒最后到空洞脱黏的整个过程。所以，基于

此模型建立的基本理念，理论分析显示本文计算结果更接近于实验数据。 

6. 结论 

本文通过修改的复合材料细观力学模型，基于 Eshelby 等效夹杂和自洽方法，可以估算出三相复合

材料的等效弹性模量。同时根据自洽方法提出的等效模型的有效等式，利用该等式可以预算出颗粒增强
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复合材料的体积和剪切模量。 
当复合材料在没有受到外界应力或者受到的力不足以使颗粒发生损伤破坏时，颗粒的体积分数增加

有助于复合材料整体的力学性能提高。当受的应力足以使颗粒发生损伤破坏，其破坏产生的带有弱化表

面颗粒的体积分数和空洞的体积分数对复合材料的力学性能有很大的负效应。当带有弱化表面颗粒的体

积分数增大时，复合材料的等效刚度会随完整颗粒的体积分数的减小而减小。当完整颗粒和带有弱化表

面颗粒完全脱黏时，这时产生空洞的体积分数就会明显的增加，使得复合材料的力学性能减小。 
在复合材料的损伤过程中，应变会随着损伤颗粒体积分数 2 vf f+ 的增大而减少，即随着破坏的加大，

材料的承载能力也会逐渐下降，当复合材料完全破坏时( 1 2
I

vf f f= + )直至材料完全损伤。并且，计算结

果表明相较于其他的模型本文模型与实验的结果更吻合。 
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