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摘  要 

本文内容基于Ezzat型分数阶广义热弹性耦合理论，研究半无限大空间模型下二维纤维增强弹性体受线性

I型裂纹作用的热弹性问题。文中给出了分数阶广义热弹性理论下的控制方程，运用正则模态法对控制方

程进行求解，得到了半空间无限大纤维增强弹性体中的无量纲应力、位移、温度等物理量的分布规律。

重点研究了旋转效应及分数阶参数对各物理量的影响。研究结果表明：纤维增强弹性体在外载荷作用下

出现了热弹耦合效应，分数阶参数以及旋转效应显著地影响了各物理量的分布规律。 
 
关键词 

波传播，旋转效应，分数阶理论，广义热弹性，正则模态分析 

 
 

The Problem of Dynamic Response of Two 
Dimensional Fiber Reinforced Elastomer 
under Fractional Thermoelastic Theory 

Jianmin Zhang, Le Wang 
School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou Gansu 

 
 
Received: May 10th, 2021; accepted: Jun. 11th, 2021; published: Jun. 23rd, 2021 

 
 

 
Abstract 
Based on the Ezzat type fractional generalized thermoelastic coupling theory, the thermoelastic 
problem of a two-dimensional fiber-reinforced elastic body subjected to a linear mode I crack in a 
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semi infinite space is studied. In this paper, the governing equations under the fractional genera-
lized thermoelastic theory are given, and the regularized modal method is used to solve the go-
verning equations. The distribution of dimensionless temperature, displacement, stress and other 
physical quantities in the half space infinite fiber reinforced elastomer is obtained. The influence 
of fractional order parameters and rotation effect on the physical quantities is mainly studied. The 
results show that the thermoelastic coupling effect occurs in the fiber reinforced elastomer due to 
the external load, and the fractional order parameters and rotation effect significantly affect the 
distribution of physical quantities. 
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1. 引言 

纤维增强材料由于其本身具有强度高、质量轻的优点，现如今被广泛用于各种器件和结构中。Belfield
等[1]研究了纤维增强弹性板，研究过程中引入了连续自增强思想，同时发展了边界层理论。Verma [2]研
究了弹性自增强体中磁弹性剪切波，并建立了自增强弹性体中电磁场耦合作用中力的基本方程。

Chattopadhyay 等[3]研究了磁弹性剪切波在无限大平面自增强板中的传播问题。Sengupta 等[4]研究了波在

各向异性纤维增强材料表面的传播问题，进而推导出了面波传播理论。Sethi 等[5]研究了重力作用下各向

异性弹性纤维增强材料的波传播问题，得到了不同情况下的波速方程。 
在旋转作用下，Othman [6]研究了广义热弹性平面波模型，同时得到了热应力、位移分量、温度的精确

表达式。Othman 等[7]研究了在磁场和热冲击作用下，弹性介质受旋转作用时各物理量的影响，并将结果与

无旋转作用时的预测结果进行了对比。Kumar 等[8]基于不同热弹性理论下，研究了旋转对有限宽度热弹性

板中波传播的影响。Ailawalia 等[9]研究了旋转效应对弹性体变形的影响，并且利用拉普拉斯变换获得了结

构内的温度、应力和位移的分布。Alshaikh 等[10]研究了广义热弹性压电材料在旋转作用下的平面波速度。 
近年来，部分学者们投入了大量的精力来研究固体的裂纹问题，并取得了成就，这在工业电子元件

的制造过程中，避免裂纹产生和扩展十分重要。在时间极短的情况下，对于动态裂纹的研究，应当应用

广义热弹性理论。Sur 等[11]利用 G-N 广义热弹性理论，研究了热弹性功能梯度材料被有限线性 I 型裂纹

削弱，然后产生的位移和应力等问题。Abbas 和 Prasad 等[12] [13]应用 G-N 广义热弹性理论，进而研究

了各向同性热弹性模型中的 I 型裂纹问题。 
本文应用 Ezzat 型分数阶广义热弹性耦合理论，深入研究了半无限大空间二维纤维增强弹性体受线

性 I 型裂纹作用下的热弹性问题，文中运用正则模态法求解，得到了不同参数下无量纲应力、位移和温

度的分布，并将各物理量的分布绘出图形，通过对图像的分析，得到了各物理量随着角速度、分数阶参

数变化的动态响应，本文为纤维增强材料在力学方面的相关研究提供了新的应用理论。 

2. 基本方程 

Belfed 等提出了纤维增强各向异性弹性介质的本构方程： 
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               (1) 

式中， ijσ 为应力分量； ije 为应变分量； , Tλ µ 为弹性常数；a 为纤维方向，同时 2 2 2
1 2 3 1a a a+ + = ；

( )3 2 ,t tγ λ µ α α= + 为热膨胀系数； ( ), , L Tζ ξ µ µ− 为增强参数；本文选用的纤维方向 ( )1,0,0a ≡ 。 
应变位移关系 

( ), ,
1
2ij i j j ie u u= +                                    (2) 

对于二维问题，位移矢量分量可假设为 ( ) ( )1 2 3, , , , , , 0u u x y t u v x y t u= = = ，同时假设解与坐标 z无关。

由方程(1)得到： 

( )1 , 2 , 0xx x yA u A v T Tσ γ= + − −                               (3) 

( )3 , 2 , 0yy y xA v A u T Tσ γ= + − −                               (4) 

( ), 2 , 0zz y xv A u T Tσ λ γ= + − −                               (5) 

( ), , , 0xy L y x zx zyu vσ µ σ σ= + = =                              (6) 

其中， ( ) ( )1 2 32 4 , , 2T L T TA A Aλ ξ µ µ µ ζ λ ξ λ µ= + + + − + = + = + 。 
分数阶广义热弹性理论下的热传导方程 

( )
0

,, 01
1 i jij ijCe uT

tt

α

α

ατ θκθ ρ γ
α

 ∂ ∂ = + +   Γ + ∂∂   
                        (7) 

其中， ρ 为材料密度； 0τ 为热松弛时间参数；κ 为导热张量；Ce 为恒应变比热；T 为参考温度；θ 为温

度增量；α 为分数阶参数。 

3. 热弹性问题描述 

该模型受到旋转作用，其中角速度为 = ΩnΩ ，n为沿旋转轴方向的单位矢量，因此上述运动方程含

有附加项：并且向心加速度 ( )× × uΩ Ω ，Corioli 加速度为 ( )2 × uΩ 。式中 u表示动态位移矢量。 
基于广义热弹性耦合理论，旋转模型的运动方程： 

( ) ( )( ) ( ),2 , , 1, 2,3i ij ji
u i jρ σ + × × + × = = u u Ω Ω Ω                     (8) 

将方程(3)~(6)代入(8)式得 
2 2 2 2

2
1 42 2 2 2L

u v u T u vA A u
x y x tx y t

µ γ ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − = −Ω − Ω ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 
                 (9) 

2 2 2 2
2

4 32 2 2 2L
v u v T v uA A v

x y y tx y t
µ γ ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = −Ω + Ω ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 

                (10) 

其中， 4 2 LA A µ= + 。 
使用以下无量纲变量 

( )

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

, , , , ,

, , , , 1, 2i j
ij

c c
x x y y u u v v t t

c c T T
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T T

η η ρ η ρ η
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γ γ
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′ ′ ′ ′ ′= = = = = =

Ω′ ′ ′Ω = = = =

              (11) 
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其中， 2
0 0

2
, TCe c λ µλη

κ ρ
+

= = 。 

依据上式，对控制方程进行了无量纲化，同时为了方便省略“ ' ”，得到如下方程： 
2 2 2 2

2
11 22 232 2 2 2u v u u vh h h u

x y x tx y t
θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − = −Ω − Ω
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

                      (12) 

2 2 2 2
2

23 222 2 2 2v u v v uh h v
x y y tx y t

θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − = −Ω + Ω

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
                       (13) 

( ) ( )
2 2

0
12 132 2 0 11 ,

1
u vh h

t x yx y t

α

α

α

α
τθ θ θ
α

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + +     Γ + ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    

< ≤                (14) 

其中，
2 2
0 01 4

11 22 23 12 13
3 3 3 0 0

, , , ,L c Ce TA Ah h h h h
A A A

ρ γµ
κη ρκη

= = = = = 。 

2
11 , ,

3
xx x y

Ah u v
A

σ θ= + −                                 (15) 

2
, ,

3
yy y x

Av u
A

σ θ= + −                                  (16) 

2
, ,

3 3
zz y x

Av u
A A
λσ θ= + −                                 (17) 

( )23 , , , 0xy y x zx zyh u vσ σ σ= + = =                             (18) 

4. 正则模态分析 

正则模态分析能够给出介质中各物理量的精确解，并且给出的解不受位移、温度、应力分布的假设

限制的影响。正则模态分析实际上是在傅里叶变换域内寻找解，并假设所有的场量在变化过程中足够平

滑，那么这样函数的正则模态分析就一定存在。文中所考虑物理变量的解可表示为正则模态： 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , e t iayu v x y t u x v x x ωθ θ∗ ∗ ∗ + =                           (19) 

其中，a 是 y 方向上的波数，ω 是时间常数， 1i = − ， ( ) ( ) ( ), ,u x v x xθ∗ ∗ ∗ 为场量的振幅。 
将(19)式代入(12)~(14)式得： 

( ) ( )2 * * *
11 5 222 0h D A u iah D v Dω θ− + Ω + − =                         (20) 

( ) ( )2 * * *
23 6 22 2 0h D A v iah D u iaω θ− + − Ω − =                         (21) 

( )* * 2 *
7 8 9 0A Du A v A D θ+ + − =                               (22) 

其中 

( )
2 2 2 2 2 2 0

5 23 6 7 13

212
8 7 9 7

13

, , 1
1

,

A h a A a A h

hA iaA A A a
h

α
ατ

ω ω ω ω
α

 
= −Ω + = −Ω + = +  Γ + 

= = +

 

消去(20)~(22)式中 * *,u v 和 *θ 中的任意两个，得到 

( ) ( ) ( ){ }6 4 2 * * *
2 1 0 , , 0D B D B D B u x v x xθ + + + =                        (23) 

https://doi.org/10.12677/ijm.2021.102013


张建敏，王乐 
 

 

DOI: 10.12677/ijm.2021.102013 131 力学研究 
 

其中 

( )2 2
2 6 11 22 5 23 7 23 9 11 23

11 23

1B A h a h A h A h A h h
h h

= − − + + +  

( )2 2 2 2 2
1 8 22 7 22 9 22 8 11 5 6 6 7 6 9 11 5 9 23

11 23

1 4B A ah i A a h A a h A ah i A A A A A A h A A h
h h

ω= − − − + Ω + + + +  

( )2 2
0 5 8 5 6 9 9

11 23

1 4B A A ai A A A A
h h

ω= − − Ω  

方程(23)的特征方程如下： 
6 4 2

2 1 0 0m B m B m B+ + + =                                  (24) 

上述特征方程的根为 ( )2 1, 2,3jm n = 。对于边界条件 x →∞时，方程(23)式的解给出如下： 

( ) ( ) ( ){ } { }
3

* * * 1 2 3

1
, , , , e jm x

j j j
j

x u x v x C C Cθ −

=

= ∑                           (25) 

其中 ( ), 1, 2,3k
jC j k = 的数值依赖于 a 和ω 。联立方程(26)和方程(20)~(21)得 

{ } { } ( )2 3 2 3 1, , , 1, 2,3j j j j jC C C jβ β= =                             (26) 

其中 
12 2

11 5 22
3 2

22 23 6

2
2

j j j j

j j j

h m A iah m m
iah m h m A ia

β ω
β ω

−
   − Ω − −   =     − Ω − −       

                     (27) 

因此温度和位移的解可表示为： 

{ }( ) { }
3

2 3 1

1
, , , , 1, , e jiay m x t

j j j
j

u v x y t C ωθ β β − +

=

= ∑                         (28) 

将(28)式代入(15)~(18)式，因此整理可得应力的表达式如下： 
3

2 3 12
11

1 3

1 e jiay m x t
xx j j j j

j

Ah m ia C
A

ωσ β β − +

=

 
= − + − 

 
∑                        (29) 

3
2 3 12

1 3

1 e jiay m x t
yy j j j j

j

A m ia C
A

ωσ β β − +

=

 
= − + − 

 
∑                         (30) 

3
2 3 12

1 3 3

1 e jiay m x t
zz j j j j

j

A m ia C
A A

ωλσ β β − +

=

 
= − + − 

 
∑                        (31) 

3
2 3 1

23
1

e jiay m x t
xy j j j j

j
h ia m C ωσ β β − +

=

 = − ∑                           (32) 

5. 边界条件 

应用 0z = 表面的边界条件，求取参数 ( )1 , 1, 2,3jC j = 。 
应力边界条件： 
图 1 中，假定在 0z = 的表面随时间变化，大小为 p 的周期力，只产生正应力，则 

( ) ( )0, , 0, 0, , eiay t
xy yyy t y t p ωσ σ += = −                           (33) 
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Figure 1. Mode I crack model 
图 1. I 型裂纹模型 
 

温度边界条件： 
同样，在 0z = 表面假设为恒温状态，并且温度大小为 f，同时θ 对 z 的一阶偏导数为零，则有 

( )0, , eiay ty t f ωθ +=                                 (34) 

将应力 ( ),xy yyσ σ 、温度θ 的表达式与边界条件(33)、(34)式联立，可得 

11
1 1 2 3
1
2 1 2 3
1
3

0

1 1 1

C R R R
C S S S p
C f

−     
    = −    
        

                           (35) 

其中 ( ) ( )2 3 2 32
23

3

, 1 , 1, 2,3j j j j j j j j
AR h ia m S m ia j
A

β β β β
 

= − = − + − = 
 

。 

因此可得到温度、应力和位移的表达式。 

6. 数值结果及讨论 

利用上述理论，参考论文[14]给出具体计算实例，得到计算结果。计算中取以下物理常数： 

9 2 9 2 9 2

9 2 9 2 2

5 2
0

10 2
0 0 0

7.59 10 N m , 1.89 10 N m , 2.45 10 N m ,

1.28 10 N m , 0.32 10 N m , 7800 kg m ,

1.78 10 N m , 386, 383.1, 0.02, 1,

293 K, 2, 1, , 2, 1, 3.86 10 kg m s

T L

t k Ce a

T p f i

λ µ µ

ξ ζ ρ

α τ

ω ω ς ω ς µ

−

= × = × = ×

= − × = × =

= × = = = =

= = = = + = = = × ⋅  

取计算时间 0.9t = ，得出了不同分数阶参数下，无量纲温度、应力和位移的分布。选取分数阶参数

值为 0.4α = ， 0.6α = 和 1α = ，同时计算不同角速度 ( )0, 0.5, 1Ω Ω = Ω = Ω = 和不同 ( )1, 1.5, 2y y y y= = =

时，得到了对应无量纲位移、应力和温度的无量纲分布，如图 2~19 所示。 
图 2~7 给出了 1, 0.5y = Ω = ，并且考虑三个不同的 ( )0.4, 0.6, 1α α α α= = = 值计算得到无量纲位移、

温度和应力在 x 轴上的分布。 
图 8~13 给出了 1, 0.5y α= = 时，根据三个不同的 ( )0, 0.5, 1Ω Ω = Ω = Ω = 值，得到无量纲位移、温度

和应力在 x 轴上的分布。图 14~19 给出了 0.5, 0.5αΩ = = 时，考虑三个不同的 ( )1, 1.5, 2y y y y= = = 值，

无量纲应力、位移和温度在 x 轴上的变化。 
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Figure 2. Distribution of dimensionless displacement u on x axis when α  takes different values 
图 2. α 取不同值，无量纲位移 u 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 3. Distribution of dimensionless displacement v on x axis when α  takes different values 
图 3. α 取不同值，无量纲位移 v 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 4. Distribution of dimensionless temperature θ  on x axis when α  takes different values 
图 4. α 取不同值，无量纲温度θ 在 x 轴上的分布 

https://doi.org/10.12677/ijm.2021.102013


张建敏，王乐 

 

 

DOI: 10.12677/ijm.2021.102013 134 力学研究 
 

 
Figure 5. Distribution of dimensionless stress xxσ  on x axis with different values of α  
图 5. α 取不同值，无量纲应力 xxσ 在 x 轴上的分布 

 

 
Figure 6. Distribution of dimensionless stress yyσ  on x axis with different values of α  

图 6. α 取不同值，无量纲应力 yyσ 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 7. Distribution of dimensionless stress xyσ  on x axis with different values of α  

图 7. α 取不同值，无量纲应力 xyσ 在 x 轴上的分布 
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Figure 8. Distribution of dimensionless displacement u on x axis when Ω  takes different values 
图 8. Ω 取不同值，无量纲位移 u 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 9. Distribution of dimensionless displacement v on x axis when Ω  takes different values 
图 9. Ω 取不同值，无量纲位移 v 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 10. Distribution of dimensionless temperature θ  on x axis when Ω  takes different values 
图 10. Ω 取不同值，量纲温度θ 在 x 轴上的分布 
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Figure 11. Distribution of dimensionless stress xxσ  on x axis with different values of Ω  

图 11. Ω 取不同值，无量纲应力 xxσ 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 12. Distribution of dimensionless stress yyσ  on x axis with different values of Ω  

图 12. Ω 取不同值，无量纲应力 yyσ 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 13. Distribution of dimensionless stress xyσ  on x axis with different values of Ω  

图 13. Ω 取不同值，无量纲应力 xyσ 在 x 轴上的分布 
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Figure 14. Distribution of dimensionless displacement u on x axis when y takes different values 
图 14. y 取不同值，无量纲位移 u 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 15. Distribution of dimensionless displacement v on x axis when y takes different values 
图 15. y 取不同值，无量纲位移 v 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 16. Distribution of dimensionless temperature θ  on x axis when y takes different values 
图 16. y 取不同值，无量纲温度θ 在 x 轴上的分布 
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Figure 17. Distribution of dimensionless stress xxσ  on x axis with different values of y 
图 17. y 取不同值，无量纲应力 xxσ 在 x 轴上的分布 

 

 
Figure 18. Distribution of dimensionless stress yyσ  on x axis with different values of y 

图 18. y 取不同值，无量纲应力 yyσ 在 x 轴上的分布 
 

 
Figure 19. Distribution of dimensionless stress xyσ  on x axis with different values of y 

图 19. y 取不同值，无量纲应力 xyσ 在 x 轴上的分布 
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图 2 所示，分数阶参数取不同值，无量纲位移 u 沿 x 轴的分布。可知位移 u 在边界上有最大值，说

明在裂纹开始处的位移 u 最大，然后随着 x 值增加逐渐减小，最终收敛于零。由局部放大图可知，同一

位置处，分数阶参数的值越小，预测得到的位移 u 的数值也越小，说明不同分数阶参数的值对位移 u 的

预测结果不同。图 3 显示无量纲位移 v 在 x 轴上的分布，由图观察可知位移 v 在边界处取得最小值，在 x
轴上呈波动趋势，最终收敛于零。分数阶参数值越大，预测的位移 v 的值越小。正是由于各向异性纤维

增强材料在两个方向上的材料特性不同，可知该纤维增强材料更倾向于抵抗垂直位移，因此该材料在两

个方向上的位移分布表现不同。 
图 4 显示分数阶参数不同，无量纲温度θ 在 x 轴上的分布情况。可知温度θ 在边界上取得最大值，随

着 x 值的增加逐渐减小，最终收敛于零，这是由于边界处距离热源最近，随着 x 远离热源，温度逐渐减小。

并且在 x 取相同值，分数阶参数越大时预测的温度值越高。图 5 显示分数阶参数不同，无量纲应力 xxσ 沿 x
轴的分布。由图可知，在边界处应力 xxσ 取得最大值，随着远离边界应力 xxσ 逐渐减小，在 0.75x ≈ 处，达

到最小值，然后逐渐增加，最后收敛于零；在相同位置处，分数阶参数值越大预测的应力 xxσ 值也越大。 
图 6 显示不同分数阶参数下，无量纲应力 yyσ 沿 x 轴的分布，由图能够看出应力 yyσ 在边界处取得最

大值，然后随着 x 远离边界而逐渐减小，在 1.2x ≈ 处达到最小值，随后逐渐增加，最终收敛于零。在 1x ≈
附近，分数阶参数值越大，所预测的应力 yyσ 值越小。将应力 yyσ 与应力 xxσ 的分布对比，可知由于在两

个方向上的材料特性不同，造成应力在两个方向上的分布不同。图 7 显示分数阶参数不同，无量纲应力 xyσ
的分布，可知应力 xyσ 在边界处取值为零，由于该模型在边界上无切应力，因此满足边界条件，然后随着

x 远离边界，应力 xyσ 取值逐渐减小，在 0.25x ≈ 位置，应力 xyσ 达到最小值，然后逐渐增大，最终收敛于

零，并且分数阶参数的值越大，预测的应力 xyσ 值越大。应力 xyσ 的分布趋势，满足各向异性材料的热弹

性性质，也满足该模型的边界条件，因此分布情况是合理的。 
图 2~7 表明分数阶参数的不同，对物理量的预测结果不同，即物理量的分布不同。各物理量在 x 轴

上的分布变化，都满足材料特性和边界条件。 
图 8 显示Ω取不同值，无量纲位移 u 沿 x 轴的分布，位移 u 始终为正值，并且随着 x 远离边界逐渐

减小，最终收敛于零。在远离边界位置，Ω值越大预测的位移 u 的结果越小，这表明旋转效应减小位移

u 的值。图 9 显示Ω值越大预测的无量纲位移 v 越小，但是Ω取不同值，位移 v 的分布趋势不变，并且

最终都收敛于零，因此旋转角速度的增加，减小位移 v 的幅值。通过其与图 8 对比，由于各向异性材料

在两个方向上的材料参数不同，因此引起的位移分布不同。图 10 显示Ω取不同值，无量纲温度θ 的分布

无改变，因此旋转效应不影响介质中的温度分布，即温度的分布不受旋转效应的影响。 
图 11 显示Ω取不同值，无量纲应力 xxσ 的分布。由图可知，Ω不改变应力 xxσ 的走势，在 0.75x ≈ 处，

应力取得最小值，并且Ω值越大，应力 xxσ 绝对值越小，旋转效应的存在，减小应力 xxσ 的幅值。图 12
显示Ω取不同值，无量纲应力 yyσ 都在边界位置取得最大值，随着 x 远离边界，逐渐减小最后收敛于零。

在 x 取值相同时，Ω值越大，预测应力 yyσ 值也越大。图 13 显示Ω取不同值，无量纲应力 xyσ 沿 x 轴的

分布，由图可知，在边界位置应力 xyσ 为零，之后递减达到最小值后逐渐增加，最终收敛于零，Ω 取不

同值，不改变应力 xyσ 的走势，只影响其最小值。随着旋转角速度的增加，应力 xyσ 的振幅减小，说明旋

转效应对应力 xyσ 有显著影响。 
图 8~13 表明旋转效应的存在减小应力、位移的振幅，不影响温度的分布，即温度分布不受弹性体旋

转的影响，而应力、位移的分布受旋转效应的影响显著。同时，由于两个方向上的材料特性不同，旋转

对两个方向上应力、位移的影响也有差别。 
图 14 显示 y 取不同值，无量纲位移 u 沿 x 轴的分布。由图可知，x 取相同值，随着 y 值增加，位移 u

减小，说明外载荷在距离较远位置对位移产生的影响变小。y 取值不同，不改变位移 u 的分布趋势，随着 x
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远离边界，位移 u 最终收敛于零。图 15 显示 y 取不同值时，无量纲位移 v 呈先增大后减小的分布趋势，最

终收敛于零。在远离边界的位置，y 值越大位移 v 越大，这是由于材料在两个方向上的材料参数不同导致

的。图 16 显示 y 取不同值，无量纲温度θ 在 x 轴上的分布，由图可知，在边界处温度达到最大值，然后减

小，最终趋向于零。这是由于在边界处距离热源最近，产生的温度最大。在 x 取相同位置，y 越大的位置，

预测的温度θ 值越大。图 17 显示 y 取不同值，无量纲应力 xxσ 沿 x 轴分布情况。应力 xxσ 在边界位置有最大

值，远离边界逐渐减小最终收敛于零。y 取不同值，只影响其大小，不影响其分布走势。在 x 轴相同位置，

y 取值越小，相应的应力 xxσ 越小。图 18 显示无量纲应力 yyσ 沿 x 轴分布，图形分布趋势与应力 xxσ 相似，

都是在边界位置取得最大值，之后逐渐减小，最终都收敛于零。在 x 轴相同位置，y 值越大，对应应力 yyσ
值越小。图 19 显示无量纲应力 xyσ 沿 x 轴分布趋势。由图可知，在边界位置应力 xyσ 为零，之后逐渐减小，

在 0.4x ≈ 位置达到最小值，同时 y 值越小，得到的最小值也越小，最后逐渐增加并收敛于零。应力 xyσ 的

分布趋势符合应力 xyσ 边界上为零的边界条件，也符合纤维增强材料中切应力的分布规律。 
图 14~19 表明半无限大纤维增强弹性体的位置不同，各物理量的分布不同，由于外载荷引起的动态

响应在传播过程中的不同，弹性体中各物理量的分布与弹性的空间位置有关。 
取 0, 0.5αΩ = = ，在 x 轴固定位置( 1x = 和 1.4x = )，给出无量纲位移 u、v 和应力 xxσ 随时间 t 的变

化情况，如图 20~22 所示。 
 

 
Figure 20. When x takes different values, the dimensionless displacement u changes with time t 
图 20. x 取不同值，无量纲位移 u 随时间 t 的变化 

 

 
Figure 21. When x takes different values, the dimensionless displacement v changes with time t 
图 21. x 取不同值，无量纲位移 v 随时间 t 的变化 
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Figure 22. The change of dimensionless stress xxσ  with time t when x is different 
图 22. x 取不同值，无量纲应力 xxσ 随时间 t 的变化 
 

如图 20 所示，在 x 轴上固定位置，无量纲位移 u 随时间的变化，从零开始，随时间增加逐渐减小。

图 21 所示，在 x 轴上固定位置处，无量纲垂直位移 v 最初为零，随时间 t 的增加逐渐增大。这是由于在

研究的弹性介质中，弹性体在两个方向上的材料特性不同导致的。因此纤维增强弹性体在两个方向上位

移表现出不同力学行为。在 x 轴不同位置，位移随时间变化不同，距离热源越远位置，热膨胀变形时间

越晚，相应位移绝对值越小，反映出热波在弹性体中传播速度有限。图 22 显示 x 轴固定位置处，无量纲

应力 xxσ 随时间的变化。结果表明距离热源较近位置，应力 xxσ 随时间变化梯度较大，但是具有相同变化

趋势。 
由于时间不同，各物理量的分布不同，因此能够得出弹性体中波的传播速度是有限的，同时各物理

量的分布与时间有关。 

7. 结论 

本章基于分数阶广义热弹性理论，得到正则模态分析法的解析解，使正则模态法的应用得到发展，

同时得到各物理量在距离裂纹边缘不同距离的分布情况。本章研究了不同参数，如分数阶参数、旋转效

应，对各物理量的影响，并将研究结果与论文[14]结果进行了相关比较。结果表明： 
1) 分数阶参数的不同导致预测的结果不同，因此不同分数阶参数下，对弹性体内物理量的分布预测

结果不同。例如，不同分数阶参数下，位移 v、温度、应力的分布不同； 
2) 由于转速影响物理量的振幅，大多数物理量随着转速的增加，振幅减小。因此可得旋转效应的存

在该模型中具有重要意义； 
3) 不同分数阶参数下，无量纲位移、温度、应力的大小、分布不同，在相同分数阶参数下，各物理

量的分布随着坐标值得增加而变化。因此，各物理量的大小及分布，不仅取决于分数阶参数，还受时间

和空间变量的影响； 
4) 各物理量的大小随着距离远离边界都趋向于零，表明在半无限大弹性体中，外力冲击仅在一定范

围内形成影响，并不能无限传播，这与材料中物理量传播的事实是一致的，同时所有表示物理量的函数

都是连续的，表明各物理量在传播过程中不会产生突变，这也符合纤维增强材料的材料特性。 
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