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摘  要 

实时了解和掌握飞行器周围的温度状况，对飞行器的安全运行至关重要。本文将受热流作用的飞行器视

为一个受随时间变化热流边界条件的一维无限大平板，利用分离变量法对该问题进行了解析求解。由于

该问题为求解边界条件为非齐次的定解问题，我们通过引入辅助函数将问题描述为齐次问题，并给出了

具体的求解模式。最后，将理论分析结果与有限元模拟结果进行了比较，结果表明两种方法获得的计算

结果基本一致。 
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Abstract 
Understanding and grasping the temperature condition around aircraft in real time is critical for 
its safe operation. In this paper, the problem of an aircraft subjected to heat flow is regarded as a 
one-dimensional infinite plate with a time-varying heat flow boundary condition, and is solved 
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analytically by the method of separation of variables. Since this is an inhomogeneous boun-
dary-value problem, we describe the problem as homogeneous by introducing auxiliary functions, 
and give a specific solving method. Finally, the theoretical analysis results are compared with the 
finite element simulation results, and the results show that the calculation results obtained by the 
two methods are basically consistent. 
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1. 引言 

高超速飞行器是一种飞行 Mach 数大于 5 的临近空间飞行的飞行器，是武器技术发展中的一个重要

里程碑，其具体应用形式包括高超声速巡航导弹、高超声速有人/无人飞机、空天飞机和空天导弹等多种

飞行器[1]。当各类高超速飞行器在大气层内飞行时，周围空气受到弓形激波的强烈压缩，与飞行器表面

产生强烈的摩擦作用，致使空气温度急剧上升。在飞行器表面与高温空气相互作用的过程中，部分热能

通过边界层传递给飞行器表面，这一现象被称为“气动加热”[2]。影响高超速飞行器在边界层内传热的

因素较多，并且相互影响，要想实现气动热精确的预测十分困难。为了能够在飞行过程中感知外部环境，

常利用结构内部的温度、应变等信息反演获得飞行器气动力和气动热参数。因此，能够准确预测气动加

热过程中的温度场分布，是开展飞行器气动力、气动热参数辨识的基础，同时有利于改进飞行器结构设

计、实现飞行器的安全飞行[3]。 
针对高速飞行器的气动加热过程，研究人员分别从理论、实验以及数值模拟方面展开了大量研究，

其主要是从飞行器飞行试验的遥测、外测等诸多实验数据中辨识出飞行器的气动力、气动热参数。利用

热流耦合分析的方法，Zhang 等人[4]针对高超声速环境中钝锥的气动加热特性进行了理论分析，所得结

果与使用热电偶测量的数据吻合较好。张超等[5]利用 ANSYS 软件，建立了完整的热流辨识的数值求解

方法，验证了 ANSYS 软件可以有效求解气动加热问题，并对流场、温度场、结构场特性进行了数值分

析研究。Huo 等人[6]利用修正牛顿理论建立了高超声速飞行器工程气动加热快速计算方法，获得了飞行

器表面的压力分布，同时利用参考焓法求出了表面的热流密度。可见，气动热参数辨识是一个基于结果

求原因的“热传导反问题”[7]。然而，为了获得较为准确的预测，对于正问题的求解至关重要。于是，

本文为进一步开展气动热参数识别提供理论基础，将高速飞行器的气动加热过程简化为受热流边界的物

理模型，利用热传导的基本理论获得结构内部温度的变化规律。该问题是在已知热物性参数和定解条件

的情况下，确定物体的温度分布。热传导正问题的解析解可以用来分析热传导反问题，也可以为实际工

程问题的解决提供理论依据[8]。 
目前，求解热传导方程的方法有很多，如分离变量法、积分变换法、叠加法和正交展开法等，其中

分离变量法和积分变换法为解析解求解方法，而近似分析法和数值法为近似解求解方法[9]。近似方法的

精度不易估计，除非将其结果与解析解作对比。因此，获得结果内部温度分布的解析解显得十分重要。

然而，选择使用分离变量法求解时，边界条件要为齐次边界[10]。本文通过巧妙处理，建立了热流边界条
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件下的无限大平板的热传导正问题，并通过分离变量法获得了这一齐次边界条件定解问题的解析解。通

过编写 MATLAB 程序对热流边界条件下的解析解进行求解，并与有限元仿真结果进行对比分析。 

2. 问题的提出及模型建立 

我们将受热流作用的飞行器结构内部温度分布问题，视为一无限大平板受热流边界作用，计算其内

部温度分布。也就是，在初始条件时，向一侧壁面施加均匀分布的瞬态热流，获得无限大平板温度分布。

针对该问题，我们建立如图 1 所示的物理模型，在结构的左侧边界受到均匀分布的瞬态热流场 q(t)。我们

取平板的厚度为 lmm，平板的左侧与 y 轴重合；通过分析获得平板内任意一点任意一时刻的温度 u(x,t)。 
 

 
Figure 1. An analytical model for heat conduction problem with heat flux boundary condition 
图 1. 已知热流边界条件热传导问题的分析模型 

 
根据传热学相关理论，可得该问题的控制方程和边界条件为：[11] 
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式中 1 ,  k D k cβ ρ= − = ，D 为热扩散率或热扩散系数， ρ 为平板的密度，单位为 kg/m3；c 为平板的比热

容，单位为为 J/(kg∙K)；k 为平板的传热系数，单位为 W/(m∙K)； tu 为温度函数 ( ),u x t 关于时间的一阶导

数； xxu 为 ( ),u x t 关于 x 的二阶导数； ( )g t 为热流函数。 

3. 求解过程 

为了获得上述问题的解析解，我们采用分离变量法对式(1)所述的问题进行求解。考虑到上述问题的

边界条件为非齐次边界，于是我们引入新的未知函数 ( ),v x t 和辅助函数 ( ),w x t ，并使 ( ),w x t 满足原未知

函数 ( ),u x t 所具有的非齐次边界条件，则对于新的未知函数 ( ),v x t 而言，其边界条件便可实现齐次化[12]。
即令 

( ) ( ) ( ), , ,u x t v x t w x t= +                                  (2) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ),
g t

w x t f x g t
l

= − +                                (3) 
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其中， ( )f x 为一待定函数，通过选择合适的 ( )f x ，可使得关于 ( ),v x t 的控制方程和边界条件为其次的。

为此，将式(2)带入待定问题式(1)可得， 
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为使关于 ( ),v x t 的控制方程和边界条件是齐次的，即， 
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只需求解 ( )f x 的二阶常微分方程的边值问题， 
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综上，式(1)所描述的问题将转化为求解式(5)和(6)的两个问题。 
(a) (6)式的通解为： 
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其中
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(b) 利用分离变量法可得公式(5)的解为： 
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其中， 
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∫                            (9) 
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( ) ( ) ( ) ( )
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将(3)、(7)、(8)式代入(2)式整理可得 ( ),u x t 的解为： 
1) 当 0a > 时 
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2) 当 0a < 时 
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3) 当 0a = 时， 

( ) ( ),u x t xϕ=                                     (17) 

4. 结果分析 

接下来，基于 MATLAB 程序将上述正问题的理论求解过程进行计算，同时与 COMSOL 有限元仿真

结果进行对比分析。COMSOL 有限元仿真时选择固体传热模块，建立与理论分析相同的物理模型，左侧

边界为热通量边界，其余为热绝缘边界。由于采取内置模块进行分析，本文便不对其进行详细阐述。本

文分别选取三种不同密度、比热容和热导率的无限大平板进行理论计算，具体参数设置如表 1 所示。 
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Table 1. Influencing factors of heat flow boundary conditions 
表 1. 热流边界条件下各影响因素列表 

 比热容/J/(kg∙K) 热导率/W/(m·K) 密度/kg/m3 

比热容影响 500; 525; 550 44.5 7850 

热导率影响 475 35; 40; 45 7850 

密度影响 475 44.5 7000; 8000; 9000 
 

首先，我们选取边界热流密度随时间指数增加的情形进行分析。热流密度随时间变化的函数关系为：

( ) 34 0.5 10 235 1  0 e W/mtg t
−×= × ，随时间变化的曲线如图 2 所示，可以看出热流密度随时间逐渐增加几乎呈

线性增加。通过理论分析与有限元分析，我们均提取无限大平板模型中轴线距离表面 0.01 mm 位置处的

温度进行对比分析。 
 

 
Figure 2. Heat flow exponentially varies with time 
图 2. 随时间指数变化的热流 

 
图 3 为不同热物性参数条件下，经受指数热流变化结构温度变化的理论计算与有限元仿真结果。由

图 3(a)可知，不同比热容条件下，温度随时间线性增加；比热容越大，增加的斜率越小。理论与仿真之

间的误差的绝对值的最大值分别为 0.34，0.33 和 0.32 K。从图 3(b)可知，结构的温度随时间上升的斜率

与密度呈反相关的变化趋势，结构的密度越大，相同时间内温度的变化值较小；在密度分别为 7000，8000
和 9000 kg/m3 时，绝对误差的最大值分别为 0.35，0.34 和 0.32 K。对于以上两种条件下的温度变化，可 

以用热力学中的比热容公式解释，即
d d
d d
T Tq cm c V
t t

ρ= = ，其中 q 为热流，c 为比热容，m 为质量，V 为

体积，ρ 为密度，
d
d
T
t
为温度随时间的变化率。当热流和质量一定时，比热容 c 和温度随时间的变化率

d
d
T
t

 

成反比，即比热容越大温度随时间的变化率越小；当热流、比热容和体积一定时，密度 ρ 和温度随时间 

的变化率
d
d
T
t
成反相关，即密度越大温度随时间的变化率越小。而针对三种热导率的结构而言，每一种 

结构的温度上升趋势基本一致，差异不大(图 3(c))；理论与仿真之间的绝对误差的最大值小于 0.41 K；当

时间超过 2 s 后，绝对误差不大于 0.004 K。可以看出，通过分离变量法获得的温度分布与有限元仿真结

果基本一致，验证了理论分析结果的准确性。 
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Figure 3. Comparison of temperature change with time under different thermophysical property parameters: (a) 
specific heat capacity; (b) density; (c) thermal conductivity 
图 3. 不同热物性参数下温度随时间变化关系的比较：(a) 比热容；(b) 密度；(c) 热导率 

 
为了使得所推导的理论结果更具有一般性，我们选取了结构边界热流随时间阶跃变化的形式，其热

流变化如图 4 所示。在初始阶段，结构的热流为 0，随着时间的推移，热流密度突然增加为 3 × 105 W/m2，

保持一段时间后，增加至 8 × 105 W/m2。 
 

 
Figure 4. Step change of heat flow with time 
图 4. 随时间按阶跃变化的热流 
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图 5 为不同热物性参数条件下，热流密度随时间阶跃变化下，结构内部温度随时间变化关系的理论

计算与有限元仿真结果。可以看出，当温度发生突变时，结构的温度也随之发生突变。在 0~25 s 时间段，

由于此时热流密度为零，因此结构的温度也保持不变；在 25 s~75 s 时间段和 75 s~100 s 时间段，温度随

时间线性增加，且比热容越大，增加的斜率越小。 
 

 
Figure 5. Temperature change with time under different thermophysical property parameters: (a) specific heat capacity; (b) 
density 
图 5. 不同热物性参数下温度随时间变化关系的比较：(a) 比热容；(b) 密度 

5. 结论 

本文将超高速飞行器在运行过程中受热流作用下的温度变化视为热流边界下无限大平板的热传导问

题，建立了热流边界条件激励下的传热问题，并通过分离变量法获得了非齐次边界条件定解问题的解析

解。通过对不同热流分布形式下结构温度场的理论分析结果与有限元结果分析对比表明，本文利用分离

变化量法获得的温度分布与模拟结果吻合较好，并且能够对指数变化、梯度变化等多种形式的热流变化

所引起的温度变化能够做出预测，绝对误差最大值发生在初始 2 s 内，不超过 0.5 K；时间超过 2 s 后，

理论与有限元仿真计算结果的绝对误差不超过 0.005 K。相关结果能够为进一步开展热流辨识以及结构受

热分析等提供理论基础。 
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