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摘  要 

本文以经典梁理论和非线性本构关系为基础，研究了两端固定多孔梁在不同的孔隙分布类型下受到外部

均匀荷载作用的大挠度弯曲问题。首先设多孔梁的弹性模量与应变是线性函数关系，对非线性本构关系

下多孔梁弯曲问题的基本方程进行了推导。采用打靶法计算出该边界条件下的多孔梁弯曲问题的数值解，

分析非线性本构参数、载荷、孔隙率、孔隙分布类型对弯曲变形行为的影响。 
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Abstract 
Based on classical beam theory and nonlinear constitutive relationships, the large deflection bend-
ing problem of a fixed porous beam under different pore distribution types under external uni-
form loads was studied. Firstly, the elastic modulus and strain of porous beams are assumed to be 
a linear function relationship, and the basic equations for the bending problem of porous beams 
under nonlinear constitutive relationships are derived. The numerical solution of the bending 
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problem of porous beam under this boundary condition is calculated by shooting method, and the 
effects of nonlinear constitutive parameters, load, porosity and pore distribution type on bending 
deformation behavior are analyzed. 
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1. 引言 

多孔材料是一种新型复合材料，在现代生活中广泛存在。此材料在结构、减震、隔热、渗透等多方

面发挥着重要的作用。多孔材料存在孔隙的变化，孔隙的存在会使多孔材料具备良好的力学性能，如相

对密度低、高比表面积、高冲击韧性、良好的传导性等，多孔材料的应用十分广泛，对其弯曲性能的研

究非常重要。 
为了解多孔材料梁的力学性能，研究者们运用了多种方法理论[1] [2]。在经典力学理论的背景下，研

究人员的观点是材料的弹性系数在变形过程中不改变，也就是说，应力–应变本构关系在弹性范围内是

线性关系。但事实上许多材料的本构关系并非是线性关系, 多孔材料的本构关系就具有较强的非线性特

性。1982 年，Ambartsumyan [3]在研究这种非线性本构关系时，发现多数材料的应力应变关系在受压和

受拉时分别接近线性，提出了双模量理论。很多学者利用该理论研究了构件的弯曲变形、屈曲、过屈曲

问题以及振动问题。张鹏[4]等人利用双模量理论对四边固支的板进行了研究，将所计算的数据与有限元

软件对比得出结论，双模量理论计算的数值更加精确。王康健和赵永刚等人[5]采用双模量理论对杆的过

屈曲进行了分析。Fraternali [6]等人对曲梁进行了研究，曲梁的后屈曲响应会受到拉压不同模量的强烈影

响。穆琳[7]等人对简支梁的振动问题进行了研究，采用打靶法求解了弯曲挠度和固定频率。还有许多研

究结果表明采用双模量理论的计算精度得到了很大提高[8] [9]。此外，还有许多的研究者对新型材料梁板

的力学行为进行了研究[10] [11] [12]。然而，在材料的本构关系非线性特征较强时，即受拉和受压时的应

力应变关系分别线性化显著不合适时，双模量理论的研究结果就还不够精确。 
本文思考非线性本构关系是连续变化状态，认为材料的弹性系数是应变的线性函数[13]，对多孔梁两

端固定边界条件的弯曲问题进行了研究。经过与文献的比较验证了本文方程和数据的准确性，并基于所

推导的基本方程研究了孔隙分布类型、孔隙率、非线性本构参数和载荷对多孔梁的弯曲变形的影响。 

2. 基本方程 

文章对如图 1 所示的具有非线性应力–应变本构关系的矩形截面多孔梁的弯曲变形问题进行了研究。

多孔梁的长、宽、高分别为 l、b 和 h，构件上加载了一个铅垂方向分布的作用载荷 q。梁的厚度方向的

孔隙分布有三种典型的分布形式，如图 2 所示。其中，类型 1 (T1)分布表示孔隙在梁的厚度方向均匀分

布，类型 2 (T2)分布表示梁的杨氏模量 ( )E z 在上下表面处最大，向几何中面递减，分布类型 3 (T3)，其

杨氏模量的变化趋势与类型 2 (T2)的孔隙分布相反。三种情况下杨氏模量的表达式如下所示[14] [15]： 
类型 1 (T1)： 
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( ) ( )2

0z 2 1 2 1E E e π π∗= − − +                              (1) 

类型 2 (T2)： 

( ) 0z 1 cos zE E e
h
π∗   = −  
  

                               (2) 

类型 3 (T3)： 

( ) 0 0z 1 + cos zE E e e
h
π∗   = −  
  

                              (3) 

上式中， ( )E z 表示含孔隙的梁的有效杨氏模量， *E 为无孔( 0 0e = )时材料的杨氏模量， 0e 是孔隙度系数。 
 

 
Figure 1. The geometric structure of multi hole beams 
图 1. 多孔梁的几何结构 
 

 
Figure 2. Three types of porosity distributions for beams  
图 2. 梁的三种孔隙度分布类型 

2.1. 几何方程 

基于几何结构，对多孔梁建立笛卡尔坐标系 O-xyz (见图 1)，x、y、z 轴分别为梁的轴线，横截面的

水平对称轴和铅垂对称轴。多孔梁在经历大挠度弯曲变形时，其几何中面上的轴向应变 0ε 为： 
2

0
d 1 d=
d 2 d
u w
x x

ε  +  
 

                                     (4) 

其中：u 为多孔梁几何中面上的轴向位移，w 多孔梁几何中面上的铅垂位移。关于多孔梁的非几何中面层

上的其他处的弯曲变形情况，其应变 ε 为： 
22

2

d d 1 d=
d 2 dd
u w wz
x xx

ε  − +  
 

                                  (5) 
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2.2. 物理方程 

考虑到材料的本构关系的非线性特征，本文假设材料的弹性模量 E 与应变是线性函数的关系(线性弹

性模量理论)，即： 

( ) 0 1E E Eε ε= +                                       (6) 

其中， 0E 和 1E 分别是与多孔梁孔隙分布类型相对应的弹性常数，它们与孔隙率的函数关系具有相同形式，

即可写为 1 0rE E E= ⋅ 。 rE 是反映该材料本构关系非线性特点的常数。则梁弯曲时，截面上的正应力表达

式为： 
2

0( ) ( )rE E Eσ ε ε ε ε= = +                                   (7) 

多孔梁横截面上的轴力 FN 和弯矩 M 的表达式为： 
2 2 22

22
2 2

2

22
32

2 2
2

1 1 d d d d d2 2 2
3 d d d d4 d

1 d d d1+2
d d12 d

h

N r r rh

h

r rh

w w u u wF bdz E Cbh AE h B E E
x x x xx

w u wM z bdz E ACbh E E
x xx

σ
π

σ
π

∗
−

∗
−

        = ⋅ = + + + +                  
  = − ⋅ = +     

∫

∫

         (8) 

其中，对于 T1 类型的梁： ( )2

01, 1, 2 1 2A B C e π= = = − − + ； 
对于 T2 类型的梁： ( )3 2 2

0 0 06 48 , 2 , 1A e e B e Cπ π π π π= − + = − = ； 
对于 T3 类型的梁： ( ) ( )3 2 2

0 0 0 0 01 6 48 , 1 2 , 1A e e e B e e Cπ π π π π = − + − = − + =  。 

2.3. 静力学方程 

当多孔梁上受到了如图 1 所示的载荷分布时，在大挠度弯曲变形时，对构件的微段平衡进行了研究，

得到了内力的平衡方程为： 
2 2

2 2

d d d0 =0
d d d

N
N

F M wq F
x x x

= − −，                               (9) 

两端固定边界条件为： 

d0, 0, 0
d
wu w
x

= = =                                   (10) 

3. 对基本方程的无量纲处理 

将相关方程以及边界条件进行了无量纲化以达到计算结果的准确性和求解的便利性要求，相关无量

纲参数如下所示： 

2 4

12, , , ,w x ul h qW X U Q
h l lh E b

δ
δ∗= = = = =                          (11) 

将相关参数代入(9)~(10)式，得到无量纲内力表达式为： 
2 2 22

2 2 2
3 2 2

22
2 2

2 4 2 2

12 1 d d d d d3 2 2 2
d d d dd

12 1 d d d2 1
d dd

N
N

r r r

r r

F

M

F W W U W UC AE B E E
X X X XE bl X

M W W UAC E E
X XE bl X

δ δ δ
δ π

δ δ
δ π

∗

∗

                            
       

= = + + + +

= = + +

              (12) 

无量纲控制方程为： 
2 2

2 2

d d d0, 0
d d d

N
N

F M WQ F
X X X

= − − =                              (13) 
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无量纲边界条件(固定端)为：在 X = 0，1 处， 0, 0,d d 0U W W X= = = 。 

4. 弯曲问题的数值分析 

利用打靶法对两端固定边界条件下的无量纲方程进行求解。令： 

{ }
2 3

2 31 2 3 4 5 6

d d d d
, , , , ,

d d d d
, , , , , T

T
U W W W

U W
X X X X

y y y y y yY  = =  
 

                       (14) 

无量纲化后的基本式子可转化为如下的一阶非线性常微分方程： 

( ) { }2 1 4 5 6 2
dY ;Y; , , , , , , ,
d

T
rF X E Q y y y y

X
δ ϕ ϕ= =                          (15) 

其中： 

( )
( )

5 1

1 2

2

2 2 3 2
6 4 2 4 4

2 2 2
4 26

6 12 6

2 1
r r r

r r

y S

SB

AE y BE y BE y y By

E y E y
ϕ ϕ

δ δ δ

δ δ
= − =

+ + +

+ +
，  

2 2 4 6 2 2 4 4 2 4 3 2 2 3

1 4 5 2 4 5 4 5 6 1 6 5

2 4 2 3 2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 3

4 5 4 5 1 4 6 1 4 5 2 5

2 4 2 2 4 3 2

2 4 5 6 2 5

9 54 12 12 3

3 27 12 24 6

24 72

r r r r r

r r r r r

r r

S B CE y y B CE y y y ABCE y y y ABCE y ABCE y

ABCE y y B CE y y ABCE y y ABCE y y ABCE y y

ABCE y y y y B CE y y A C

δ δ δ δ ϕ δ

δ δ δ ϕ δ ϕ δ

δ δ

= − − + + −

− − + − −

+ − − 2 4 2 2 2 4 2 2 2 2 2

5 6 2 4 5 4

2 4 2 4 2 32 2 2 2 4 2 2 2 2

1 2 6 4 5 2 1 5 2 4 5

2 2 2 2 2 2 2 2

4 5 6 2 5 4 5 2 5

2 4 4

2 4

108 3

24 12 6 12 108

12 108 18 36 3

3

r r r

r r r r r

r r

r

E y y B CE y y y BE Qy

ABCE y y ABCE y y BE Qy ABCE y B CE y y y

ABCE y y y B CE y y B Cy y B Cy y BQ

S AC BE y

δ δ π δ

δ ϕ δ π δ δ ϕ δ

δ δ π

δ

− −

+ − − − −

+ − − − −

= − −( )2 4 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2

2 4 2 5 4 212 12 6 12 3r r r r rBE y y BE y AE y BE y BE y Bδ δ δ δ δ− + − − −

 

相应的边界条件(固定端)： 1 3 40, 0, 0y y y= = = 。 
当三种孔隙分布类型(T1, T2, T3)梁的孔隙率参数 0 0e = 时，多孔梁此时是一种无孔的均匀材料梁。

针对大挠度弯曲问题，此时对长细比 0.08δ = ，非线性本构参数 rE 不同时的两端固定梁的中点挠度 W 
(0.5)与载荷 Q 变化关系进行数据计算，如图 3 所示。将计算数据与文献[13]中的相关数据图进行了比较，

其变形结果高度吻合，以此验证所推导方程的正确性和计算得到的数据的可靠性，然后研究了两端固定

梁在不同孔隙分布类型、物理非线性本构参数、载荷和孔隙率下的大挠度弯曲问题。 
 

 
Figure 3. Equilibrium path of large deflection problem of T1, T2, T3 beams ( 0 0e = ) 
图 3. T1，T2，T3 梁大挠度问题的平衡路径( 0 0e = ) 
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图 4 所示为 0.08δ = ，孔隙率 0 0.4e = ，非线性本构参数 Er 不同数值下，三种孔隙分布情况的两端

固定多孔梁中点挠度 W (0.5)与载荷 Q 变化的平衡路径。观察图可知，Er 取值的变化对中点挠度与载荷的

非线性特征无影响，因为该模型的几何关系具有非线性特性。并且当 Er > 0 和 Er < 0 时，其相关数据是

分居在 Er = 0 这条线的两侧。Er 取正值时，曲线在下侧，W (0.5)变小，抗弯曲能力增强；当 Er 取负值时，

曲线在上侧，W (0.5)变大，抗弯曲能力减弱。在处于不同孔隙分布类型下时，三种孔隙分布的梁抗弯能

力按 T1、T3、T2 的顺序依次增强，且 T2 梁的抗弯曲能力明显强于 T1 和 T3 梁。所以在现实工况中，对

于多孔材料分布类型的选择，应该尽量选择孔隙度为 T2 分布形式的梁。 
 

 
Figure 4. Equilibrium path of large deflection problem fixed at both ends of T1, T2 and T3 beams 
图 4. T1，T2，T3 梁两端固定大挠度问题的平衡路径 

 
图 5 所示为 0.08δ = ，载荷 Q = 130，非线性本构参数 Er 变化下，大挠度问题下的不同孔隙分布类

型的梁在中点挠度 W (0.5)随孔隙率 0e 的趋势变化图。观察图可以发现，随着孔隙率 0e 的增加，T1，T2，
T3 梁中点挠度也是逐渐增大的，但是从变化的缓急程度来看，T2 梁变化的最缓和，其次是 T3 梁，最后

是 T1 梁，即 T1 梁受孔隙率 0e 的影响最大。从曲线的变化节点来看，大约 0e  > 0.6 后，T1 梁的中点挠

度数值随着孔隙率 0e 的增大而急剧上升，T2、T3 梁也有类似的情形，这说明在选择多孔材料时，面对孔

隙率的选择，在保持材料刚度能力最优时，孔隙率 0e 的大小最好不要超过 0.6。并且，在相同的外部条件

下，T2 梁的变化趋势远弱于 T1，T3 梁，这也证实了 T2 梁的抗弯能力优于另外两种梁。 
 

 
Figure 5. Diagram of the large deflection problem W at both ends of T1, T2 and T3 beams with porosity 0e  
图 5. T1，T2，T3 梁两端固定大挠度问题 W 随孔隙率 0e 的变化图 
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Figure 6. Equilibrium configuration of fixed large deflection problem at both ends of T1, T2, T3 beams 
图 6. T1，T2，T3 梁两端固定大挠度问题的平衡构形 

 
图 6 所示为 0.08δ = ，Q = 130， 0 0.5e = ，非线性本构参数 Er 变化时，T1，T2，T3 梁的大挠度弯

曲情况下的弯曲构形。看图可知，梁的弯曲变形程度与 Er 的变化是呈相反趋势的，对于相同的非线性参

数 Er 时，三种孔隙分布类型梁的抗弯性能均随着 Er 的增大而减小。而面对不同孔隙分布类型，三种孔隙

分布类型的抗弯能力也是按 T1，T3，T2 逐次增强的，且 T2 的抗弯能力明显优于另外两种。 
图 7 给出了 0.08δ = ，Q = 130，非线性本构参数 Er = 0 时，两端固定 T1，T2，T3 梁的大挠度的弯

曲变形与孔隙率 0e 的变化关系。看图可知，随着孔隙率的增加，T1，T2，T3 梁的弯曲变形逐渐增大，

这是因为孔隙率的增加会让梁的孔隙部分越来越多，梁的抗弯能力减弱，因此在受到相同的外载荷的情

况下，多孔梁发生的弯曲变形就会随着孔隙率的增加而增加。且对于相同的孔隙率 0e ，T1 梁的挠度最大。

当三种梁的孔隙率 0e  > 0.5 后，孔隙率 0e 的变化对弯曲变形的影响愈加明显。 
 

 
Figure 7. Equilibrium configuration of fixed large deflection problem at both ends of T1, T2, 
T3 beams with respect to the change of porosity 0e  
图 7. T1，T2，T3 梁两端固定大挠度问题的平衡构形关于孔隙率 0e 的变化 

5. 结论 

本文以非线性本构关系为基础，设多孔材料梁的弹性模量与应变的关系是线性函数，对多孔梁不同
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孔隙分布类型下的弯曲变形问题的基本方程进行了推导，采用打靶法求解了两端固定多孔梁在大挠度弯

曲问题下受横向均布载荷的数值解。基于文中所研究的结果可得到以下结论： 
(1) 多孔梁大挠度弯曲变形的数值会随着非线性本构参数 Er 数值的增大而减小。 
(2) 孔隙率 0e 存在的情况下，T1，T2，T3 梁的弯曲变形数值随着孔隙率 0e 的增加而增加，其中三种

梁的抗弯能力按 T2，T3，T1 的顺序依次减弱。 
(3) 不同的孔隙分布类型下，面对相同的外界条件，T2 梁受到外载荷 Q、孔隙率 0e 和非线性本构参

数 Er 的变化影响小于 T1 和 T3 梁，即 T2 梁的综合抗弯能力最强。 
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