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Abstract  
The paper proposes a new spline curve called cubic trigonometric cardinal interpolation spline 
with adjustable shape. The spline curve realized the unification to accurately represent some 
common NC tool motion path curves such as straight lines, arcs, ellipses and free curves, etc. An 
interpolation algorithm of cubic trigonometric cardinal interpolation spline based on data sam-
pling interpolation theory is researched. This curve interpolation method ensures the high-speed 
of spline curve CNC interpolation while taking into account the smooth movement, using a series 
of conterminous short straight-line segments to approach the given interpolation spline, and then 
utilizing the relation between track space and parameter space to control motion acceleration and 
get the whole discrete interpolation trajectory. This algorithm improves the speed and motion 
stability of free curve interpolation and guarantees the surface quality of surface numerical con-
trol machining. 
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摘  要 

论文提出一种新的样条曲线——可调形三次三角插值样条曲线，该样条曲线实现了对直线、圆弧、椭圆

以及自由曲线等常见数控运动轨迹曲线的统一精确表达，并根据参数曲线的数据采样插补原理，对三次

三角插值样条曲线的插补算法进行了研究。在保证自由曲线数控插补运动高速同时兼顾运动的平稳性，

采用一系列首尾相连的微小直线段逼近给定的插值样条曲线，再利用轨迹空间和参变量空间的对应关系，

控制运动加速度，得到整个离散化插补轨迹。此算法提高了自由曲线的插补速度和运动平稳性，保证了

曲面数控加工的表面质量。 
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1. 引言 

在数控加工中，经常遇到如飞机的的机翼、汽车流线型覆盖件成形模具型腔、汽轮机叶片等许多复

杂外形型面的零件。面对这类曲线曲面的描述通常采用的方法是 NURBS方法，它既能表示自由曲线曲

面，又能表示一些规则的二次曲线曲面。但 NURBS 曲线的参数表达式比较复杂，插补运算量大，且由

型值点逆求控制点的反求运算较难实现，不易于实现直接插补。为此，本课题组在文献[1]中提出了一种

新型样条曲线——可调形三次三角插值样条曲线，这种样条曲线的插值样条表达式中含有三角函数多项

式，通过选择合适的控制点和形状可调参数，该插值样条可以精确表示直线、圆弧、椭圆以及自由曲线

等常见工程曲线。由于该使用的三次三角插值样条避免了使用有理的数学表达形式，故其表达式比较简

洁，所需的计算量也相对较小，并且能够实现实时插补，这很好的为插值曲线及曲面的设计，提供了一

种全新的理论方法。 
本文针对该三次三角样条曲线提出了一种新的插补计算方法，该法有效地提高了加工精度和加工过

程的可靠性。其插补思想是：使用若干顺序连接的微小直线段逼近用户程序给定的插值样条曲线轮廓。

将直线段映射到参变量空间，得到参变量的增量值，再通过控制参变量 u，求取对应的轨迹空间中的映

射点，最终得到插补点的坐标值。以此不断重复直到插补终点，可得到整个离散化插补轨迹。 

2. 三次三角插值样条曲线  

定义 对任意给定实数k ≥ 0，参变量u： 0 1u≤ ≤ ，称以下一组关于u的函数为带形状可调参数 k 的三

次三角Cardinal样条基函数。 

( )

( )

( )

( )

3 3 2
0,3

3 3 2
1,3

3 3 2
2,3

3 3 2
3,3

2 2 2 2
π π π π
2 2 2 21 1 1

π π π
2 2 2 21 1 1
π π π π

2 2 2 2
π π π π

B u kS kC kC kS

B u k S k C k S kC

B u k S k C k C kS

B u kS kC kS kC

π

 = − + −


      = − + − + − +           


      = − + − + − +           

 = − + + −

                   (1) 
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其中 ( ): sin π 2S u= ， ( ): cos π 2C u= 。 
设 qt ( )0,1, ,t n=  为 R2 或 R3 中给定的一组控制点(n ≥ 3)，定义参数曲线段 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 ,3 1 0,3 1,3 1 2,3 2 3,3
0

i i j j i i i i
j

u B u B u B u B u B u− + − + +
=

= = + + +∑P q q q q q              (2) 

( [ ]0,1u∈ ，i 为曲线段号， 1,2, , 2i n= − )，为由每四个顺序控制点 qi−1，qi，qi+1，qi+2 所构造的分

段三次三角样条曲线，所有曲线段 Pi(u)有序组成的曲线 P(u)称为三次三角样条曲线。 

3. 三次三角插值样条曲线的插补计算方法 

数据采样插补实质上是使用一系列首尾相连的微小直线段来逼近给定曲线。由于这些线段是按加工

时间分割的，因此数据采样插补又称为时间分割法插补，近代数控系统轨迹插补在数据采样原理的基础

上产生了很多新的插补算法。本文就数据采样插补原理产生的三次三角插值样条曲线的插补算法进行研

究。 

3.1. 三次三角插值样条曲线的插补原理 

根据三次三角插值样条曲线的定义知，该曲线为多项式形式，可插值于所有给定的控制点，且整体

达到 C1 连续，可以精确表示工程中一些常见的曲线，其具有计算简单、构造灵活、高精度等特点。下面

讨论其插补原理： 
由样条曲线原理可知，这类曲线为分段参数曲线，当参变量𝑢𝑢在其取值期间上连续变化时，曲线上终

点的位置矢量 P(u)可公式(2)求出。 
公式(2)的简化表达式为： 

( ) 3 3 2 2P u aS bC cS dC eS fC= + + + + +                            (3) 

式中：a，b，c， d，e，f 为常数矢量， [ ]0,1u∈ ， ( )sin π 2S u= ， ( )cos π 2C u=  
各项系数将随插值点位置的变化而变化，即取不同的值，故三次三角插值样条曲线是一个变系数三

次参数曲线插补问题。 

3.2. 三次三角插值样条曲线插补实现原理和步骤 

三次三角样条曲线的插补过程的直接控制量是参变量 u，而最终的被控量是插补点的坐标值以及插

补点所沿插补轨迹的进给速度，先利用轨迹空间到参变量空间的映射和参变量，然后再通过参变量空间

到轨迹空间的映射这两大步骤的相互转换来完成。具体步骤如下：1) 根据三次三角插值样条曲线现有的

几何信息，确定轨迹计算公式中的相关系数。2) 按照用户程序的进给速度、加减速要求以及允许误差，

在插补周期中产生空间小直线段 1 2, , , ,il l l∆ ∆ ∆ 去逼近被插补曲线，逐步求得各插补直线端点

1 2, , , ,ip p p 的坐标值。3) 将直线映射到参变量空间，得到与其对应的参变量空间中的微小直线段即

参变量的增量值，求取与参变量空间中下一点插补点的坐标。 

4. 三次三角插值样条曲线的插补的实现方法 

4.1. 插补预处理 

为了减少三次三插值样条曲线在插补中的计算量，可将插补算法中一些可以一次性计算的任务放在

实时插补前的预处理阶段完成。这些任务主要包括轨迹表达系数的求取和导数表达式系数的求取[2]。 
轨迹表达式 ( )P u 系数的求取是根据 CAD/CAM 给出的样条曲线描述信息，在实时插补前一次性求解
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出轨迹计算公式所有系数 a，b，c，d，e，f，对于三次三角插值样条曲线，如 CAD/CAM 给出的原始信

息为控制点序列{ }0 1, , , nQ Q Q ，则曲线表达式为： 

( ) T
iP u TMQ=                                      (4) 

式中： 3 3 2 2 1T S C S C S C =   ；M 为常数矩阵； [ ]T1 1 2i i i iQ q q q q− + += ；i 为曲线段号。 
三次三角插值样条曲线的常数矩阵 M 为： 

2 2 2 21 1
π π π π
2 2 2 21 1
π π π π

2 20 1 0
π π

2 20 1 0
π π
2 20 0
π π

2 20 0
π π

0 0 0 0

k k k k

k k k k

k k

M k k

k k

k k

 − − − 
 
 − − − 
 
 −
 
 =  −
 
 
− 
 
 

− 
 
  

 

代入(4)式得： 

( ) [ ]
1

3 3 2 2

1

2

2 2 2 21 1
π π π π
2 2 2 21 1
π π π π

2 20 1 0
π π

1 0,12 20 1 0
π π
2 20 0
π π

2 20 0
π π

0 0 0 0

i

i
i

i

i

k k k k

k k k k

qk k
q

P u S C S C S C uk k q
q

k k

k k

−

+

+

 − − − 
 
 − − − 
 
   −
   
    = ∈   −  
   
   
− 
 
 

− 
 
  

            (5) 

比较式(3)和(5)可得轨迹计算公式(3)的系数与控制点序列的关系为： 

1 1 2

2 1 1

1 1 2

1 1 2

2 2 2 21
π π π

2 2 2 21
π π π π
2 2 2 21 1
π π π π

2 2 2 21 1
π π π π

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

e kq kq c k q kq

f kq kq d kq k q

a kq k q k q kq

b kq k q k q kq

π− − +

+ − +

− + +

− + +

 = − + = − + 
 

 = − = + − 
 

   = + − + − −   
   
   = − + − + − +   
   

                      (6) 

在样条插补过程中需要计算曲线弧长对参变量的变化率之值 ( )d dP u u ，为了减少实时计算的工作量，
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表达式中的导数表达式系数也在预处理阶段求出。设三次三角插值样条曲线表达式为： 

( )
( )

3 3 2 2

3 3 2 2

x x x x x x

y y y y y y

x u a S b C c S d C e S f C

y u a S b C c S d C e S f C

 = + + + + +


= + + + + +
                       (7) 

式中：参数 [ ]0,1u∈ ， , , , , , , , , , , ,x y x y x y x y x y x ya a b b c c d d e e f f 为常系数。 
在分析自由曲面时，实时计算 ( )d dP u u 的值为： 

( ) 2 2d d d
d d d
P u x y

u u u
   = +   
   

                                (8) 

其中： 

( )2 23π 3π π πd π
d 2 2 2 2

x x x x
x x

a b e fx S C SC c d SC C S
u
= − + − + −  

( )2 23π 3π π πd π
d 2 2 2 2

y y y y
y y

a b e fy S C SC c d SC C S
u
= − + − + −  

代入得： 

4 2 3 3 3 2 2 4 2 4 2 2
42 33 32 24 23 20 02a S C a S C a S C a S C a S C a S a C= + + + + + + +              (9) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
42 33

2 2
32 31

2 2
24 23

222 2
22

2
21 2

2

2 2

0

9 9π π
4 2

33π π
2

9 π 3π
4
3 π π
2

1π
4

y x x y y

x x x y y y x x y y

x x x y y y

x x x x y

x

x y

y y y x x y y

x x x y y y

a a a a a b a b

a a c d a c d a a f a f

a b b a b c d b c d

a a e b f a e b f c d c d

a f c d f c d a

= + = − +

 = − + − = − + 

 = + = − − + − 

 = + + + + − + −  

 = − − + − =  ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
13 12

2

2 2

2 22
11 02

π

3 π π
2
3 1π π
2 4

x x y y x c x y

x y

x y

y y

x x y y

f f

a e b e b a e c d e c d

a e f e f a e e

+

 = − + = − + − 

= − + = +

               (10) 

多项式的系数的数值每一段曲线上的值分别是定值，因此可以在插补预处理阶段通过一次性计算预

先求出，以便简化后续计算。 

4.2. 三次三角插值样条曲线实时插补计算 

因为数控系统的插补过程实质是每个微小直线段的两端点坐标的过程，这些点都在参数曲线上，而

参数曲线上的点又是与参数值一一对应的，所以参数曲线的插补过程可以转化成连续求解一系列参数值

的问题，以此计算插补轨迹上的下一点 Pi+1 的坐标值 1 1,i ix y+ + 。为了使刀具在曲线插补过程中能够平滑运

动，保证其加工产品的质量和精度，论文不采用等参数分割插补算法。而是采用以瞬时进给速度为控制

目标，允许误差为约束条件的实时插补算法[3]-[7]。实现过程如下： 
假设给定的瞬时进给速度 ( )mm miniF ， ( ) ( ) ( )( ),P u x u y u= 为所要插补的空间参数曲线，根据微分

几何可知 
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( ) ( )d dd d
d d d di

P u P us uF
t t u t

= = =                              (11) 

式中 ds 是曲线的微分弧长， dt 是时间微分， du 是参数 u 的微分。 
设 1i it t T+ − = 为数控系统的插补周期 ms；u 是关于时间 t 的函数，有： 

( ) ( )1 1,i i i iu t u u t u+ += =  

( )
( )d d

iFu t
p u u

=  

对上式进行微分得 

( )

( )

2
2

2 2

2 3

d
d ( ) d
d d

d

i
p u

Fu u
t p u

u

⋅
= −                                  (12) 

利用泰勒级数得展开式 

( ) ( ) ( )
2

2 2
1 1 12

d 1 d
d 2 d

i i

i i i i i i
t t t t

u uu u t t t t o t
t t+ + +

= =

= + − + − +                     (13) 

由插补递推公式的一阶近似得： 

( ) ( ) ( )2 2d
d

i

i i
i

u u

F FT
u T

P u x u y u
u

=

∆ = =
+       

                         (14) 

二阶近似得： 

( )

( )

( )

2
2

2
2

3

d
d

d d
2d d

i

i
i

u u

i
p u

F TF uu T
P u p u

u u=

⋅ ⋅
∆ = −

⋅

                            (15) 

由于现在数控系统的插补周期 T 一般都很小，在曲率半径不太小的情况取一阶近似迭代求得的 iu∆ ，

如果曲线曲率半径很小，便采用二阶近似下求得的 iu∆ 。 
通过以上过程求出当前周期的 iu∆ 的值后，便可进一步计算下一插补周期参变量 u 的取值 1iu + 为： 

1i i iu u u+ = + ∆                                       (16) 

然后，根据求得的 1iu + 和轨迹计算公式，即可求出样条曲线的下一插补 1iP+ 点的坐标增量值 ,i ix y∆ ∆ ，

从而可以求得下一插补点 1iP+ 的坐标值 1 1,i ix y+ + 。 
计算 ix∆ 和 iy∆ ，即： 

( ) ( ) ( )1i i i ix x u x u x u+∆ ∆= = −  

同理 ( ) ( ) ( )1i i i iy y u y u y u+∆ ∆= = −  

1

1

i i i

i i i

x x x
y y y
+

+

= +
 = ∆+

∆


                                   (17) 
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再令 1i iu u += ，不断重复以上过程直至到达样条曲线终点就可以求出所有插补点，这样可得到整个离

散化的插补轨迹。 

5. 误差控制 

我们知道数控系统实时插补是采用泰勒展开式计算各插补周期的参变量增量，然后由该参数值映射

到轨迹空间实现轨迹插补不停向前进行，因此插补过程中并没有累积误差，但在一个插补周期内，插补

轨迹使用小线段去逼近三次三角样条曲线，这样就会存在轮廓误差，近似地可以认为是弦高误差[8]。插

补误差图如图 1 所示。 
2

2

2
Lδ ρ ρ  = − −  

 
                                 (18) 

式中： ( )mmρ 为前一插补点的曲率半径，其值等于该点曲率的倒数， 1 kρ = ； ( )mmL 近似看作一

个插补周期的插补长度，有 60000iL FT≈ 。 
其中局部的曲率 k 由如下公式所得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
3 22 2

x u y u x u y u
k

x u y u

−
=

 + 

   

 

 

当最大允许轮廓误差为 ( )mmδ允 时，则瞬时进给速度 iF 需要满足如下条件： 

( )1
120000 2i iF F

T
δ ρ δ≤ = −允 允                             (19) 

当采用高速切削加工曲线曲面时，由于曲率的存在，必然会引起较大的进给加速度。若加速度过大，

超过机床进给系统动态刚度的设计承受能力，就会给整个加工系统、加工过程和零件的加工质量造成严

重影响。因此,必须将加工进给的加速度限制在允许的范围内。当最大允许法向加速度为 ( )2mm sra 时，

进给速度 iF 需要满足如下条件： 

2 60i i rF F a ρ≤ =                                   (20) 

为避免式中曲率半径 ρ 的计算不便，比较式(19)和(20)，有： 

1

2

22000i

i r

F
F T a

δ
= 允                                   (21) 

因此实际的瞬时进给速度的取值为： 

{ }0 1 2,in ,mi i i iF F F F=  
 

 
Figure 1. Interpolation error picture 
图 1. 插补误差示意图 
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式中 0iF 为给定的瞬时进给速度， 1iF 为满足最大允许误差 δ允 的进给速度， 2iF 为满足最大法向加速

度的进给速度。该瞬时进给速度同时满足了给定进给速度、最大允许误差及最大法向加速度等约束条件，

从而很好地满足了现代数控加工对于高速高精度的要求。 
例如，现采用高速加工一段三次三角插值样条曲线，其最小曲率半径为 50 mmρ = ，指令进给速度

为 21 m/min，要求零件的轮廓误差小于1 μm，机床的进给加速度小于 0.2g (g 为重力加速度)。现在利用

本文提出的插补算法控制，设插补周期为 1 ms。计算可得 1 22i iF F= ，即进给加速度较轮廓精度要求得到

的进给速度长更小。当加工处于曲率较小的区域时,可以正常进给速度 21 m/min 加工，对应的插补进给步

长为 L = 0.35 mm。由式(20)可知，当曲率半径小于 62.5 mm 时， 2 0i iF F< 插补进给速度由 2iF 决定随着曲

率的增大而逐渐下降，步长随之减少，至最小曲率半径 50 mm处，进给速度降至最低， 2 18.78 mm miniF = ，

对应的步长为 L = 0.313 mm，轮廓误差为 0.2449 μmδ = 。由此可见，该插补算法可以满足曲线高速高精

度加工的各项要求。 

6. 结束语 

1) 本文提出了一种自由曲线的简洁表达式，实现了对常见数控加工刀具运动轨迹曲线的统一精确数

学表示和自由曲线的快速插补； 
2) 基于数据采样插补原理，实现了三次三角插值样条曲线的实时插补计算； 
3) 该算法插补弦长的波动较小，具有良好的速度稳定性从而提高加工精度。 
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