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Abstract 
For improving the reliability and efficiency of the dynamic analysis for planar parallel mechanism, 
the corresponding vector bond graph procedure is proposed. From the moving constraint rela-
tions between components of 3-PPR planar parallel mechanism, the corresponding vector bond 
graph model of the mechanism is made by assembling the vector bond graph models of planar ri-
gid body, revolute joint and translational joint. For the problem of differential causality loop 
brought by nonlinear geometric constraints between components of the mechanism, the corres-
ponding effective method is proposed. As a result, the algebraic difficulty in the mechanism auto-
matic modeling and analysis is overcome. By the corresponding algorithm, the computer aided 
dynamic modeling and analysis of 3-PPR parallel mechanism is realized. By a practical example 
system, the reliability and validity of the procedure proposed are illustrated. 
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摘  要 

为提高平面并联机构动力学分析的效率及可靠性，提出了相应的向量键合图法。根据3-PPR型平面并联

机构构件间的运动约束关系，将平面运动刚体、旋转铰及移动铰的向量键合图模型组合起来，建立了3PPR
型平面并联机构向量键合图模型。针对该类机构构件间非线性几何约束所导致的微分因果环问题，提出

了有效的解决方法，克服了其给机构自动建模与动力学分析所带来的代数困难。应用相应的算法，实现

了3-PPR型平面并联机构计算机辅助动力学建模与分析。通过实际算例说明了所述方法的可靠性及有效性。 
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1. 引言 

并联机构具有结构稳定、刚度大、承载能力强、精度高、动力性能好等特点，在包装机械、精密制

造及微创医疗等领域得到了广泛的应用[1] [2]。其中三自由度平面并联机构，既是研究空间并联机构的基

础，又由于其结构简单、对称，制造成本低，便于控制等特点，日益受到人们的重视，在机器人应用领

域颇具特色及应用前景[2]。该类机构的动力学建模与分析，对于其驱动电机的选择及控制、动静态强度

的计算与校核、机构动力学性能的改善与优化等都十分重要。尽管目前已相继提出具有有不同特点的动

力学建模与分析方法[1]-[3]，但这些方法及相应的软件多数仅局限于单一能域系统(例如，机械系统)的局

部动力学。键合图方法[4]在处理多种能量形式并存系统(例如，机、电、液、气并存系统)的全局动力学

问题方面优势明显，在实际工程中得到了日益广泛的应用[4]-[7]。但是，在处理复杂多体系统动力学建模

与分析问题时，其标量键合图模型十分繁杂，实际应用非常不便。向量键合图法[8]正是在这一背景下提

出的，除具备标量键合图法的特点及优势外，向量键合图每根键上所对应的势变量和流变量皆为向量形

式，这使其包含信息量较大，可以用更加紧凑、简明的图形方式，表述平面并联机构的运动学及动力学

特征。在该类机构的计算机辅助动力学分析中，力学概念清晰，应用更加便利。 
3-PPR 型平面并联机构是一种同时含有多个转动铰和移动铰的多自由度平面多体系统，相比全部为

转动铰或含有少量移动铰的平面三自由度并联机构，其研究工作还远不够深入[2]。由于该类机构的拓扑

结构及机构构件间的运动约束关系，应用向量键合图法对其进行动力学建模与分析，尚有若干理论及应

用方面的问题需要解决。例如：如何建立该类平面并联机构的向量键合图模型；如何消除其向量键合图

模型中贮能元件的微分因果关系，解决其给计算机辅助动力学建模所带来的代数困难，使其具有可计算

性等，相关的文献报道甚少。本文基于向量键合图的基本概念，建立了具有可计算性的 3-PPR 型平面并

联机构系统的向量键合图模型，实现了其计算机自动建模与动力学分析，有效地解决了上述问题。 

2. 3-PPR 型平面并联机构向量键合图模型 

图 1 所示 3-PPR 型平面并联机构，由运动平台、固定平台和三个独立运动的支链所组成。该机构具

有三个自由度，每个运动支链包含两个移动副(P)和一个转动副(R)，通过与机架相连的三个移动副加以驱 
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Figure 1. The diagram of 3-PPR planar parallel mechanism 
图 1. 3-PPR 型平面并联机构简图 

 
动。机构运动到任意位置时，杆件 AiBi 长为 ai，质量为

iam ，杆件 BiCi 长为 bi，杆件 i iB C′ 质量为
iB Cm ′ 。动

平台 C1C2C3 为正三角形，其边长为 c，中心 P 与其三个顶点的距离为 e，其质量为 pm ，转动惯量为 pJ 。

机构位于初始位置时，杆件 AiBi 长为 a，BiCi 长为 b，固定坐标系 XOY 的原点 O 与动平台中心 P 重合，

构件 A1B1 与 OY 轴重合，构件 A2B2、A3B3 依次逆时针转过 120˚、240˚。设动坐标系 xoy 固结于动平台上，

其坐标原点 o 位于动平台中心 P 处，在固定坐标系 XOY 中的坐标为 ( ),p px y ，x 轴相对于 X 轴的夹角即

动平台的姿态角为 Qp。 
该机构是由三条支链 AiBiCi ( )1, 2,3i = 及动平台 C1C2C3 所构成，每条支链包含两个刚体、两个移动副

及一个转动副。 
对于支链 i，杆件 AiBi 做平动，由运动分析得： 

i iA a=V V                                        (1) 

i iB a=V V                                        (2) 

式中，
T

i i ia a ax y =  V   ，为构件 AiBi 的质心速度矢量。杆件 AiBi 两端铰接点的速度矢分别为

T

i i iA A Ax y =  V   ，
T

i i iB B Bx y =  V   。 

式(1)，(2)所表示的运动约束关系可以用图 2 所示的向量键合图表示，为表示出移动副 Ai、处的约束

反力及作用在构件 AiBi 上的驱动力，图 2 所示的向量键合图经过了必要的扩展。其中，Se1 表示构件 AiBi 

移动副 Ai、处受到的约束反力，垂直于 AiBi， 1 iAF =  Se 。 2 iaF =  Se ，表示作用在构件 AiBi 上的驱动力，

方向如图 1 所示。
T

3 0
iam g = − Se ，

i i ia a adiag m m =  M 。 
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Figure 2. The vector bond graph of component AiBi 
图 2. 构件 AiBi的向量键合图 

 
由机构的运动分析[2]知，构件 i iB C′ 也做平动，其向量键合图如图 3 所示。图 3 中，

i iB C′V 为构件 i iB C′ 质

心的速度矢量。
T

6 0
i iB Cm g′ = − Se ，

i i i i i iB C B C B Cdiag m m′ ′ ′ =  M 。 

将构件 AiBi 的向量键合图、构件 i iB C′ 的向量键合图及移动铰 iB′的向量键合图[8] [9]组合起来，便可

以建立该平面并联机构支链 i ( )1, 2,3i = 的向量键合图，如图 4 所示。其中，
T

5 iBF ′ =  Se 表示移动铰 iB′
的约束反力(i = 1, 2, 3)。 

动平台 C1C2C3 为做平面运动的刚体，如图 5 所示。由文献[3]得其质心速度矢与三个铰接点的速度矢

间的关系，如式(3)所示。 

( )
( )

( )
cos

s
,3

in
1, 2i

i

C x px i p p

C y py i p p

v v e Q

v v e Q
i

ω

ω

= + 
 =

= + 
                            (3) 

式中，质心速度矢
T

p px pyv y =  V ，各铰接点的速度矢分别为
T

i i iC C x C yv v =  V  ( )1, 2,3i = ， pω 表示动

平台的角速度。式(3)所示的运动关系可以用图 6 所示的向量键合图来表示。其中， ( )p p pdiag m m=M ，

已知力势源向量
T

9 0 pm g = − Se ，未知力势源向量
1 1

T

8 C X C YF F =  Se ，
2 2

T

11 C X C YF F =  Se ，

3 3

T

19 C X C YF F =  Se ，分别表示运动副 C1、C2、C3 处的约束反力向量。各转换器 MTF 的模数可由式(3)

直接求得。 
该机构是由三个支链通过三个旋转铰与动平台相连接，将图 4 所示的三个支链的向量键合图、旋转

铰向量键合图[8]及动平台的向量键合图组合起来，便可以建立 3-PPR 型平面并联机构向量键合图，如图

7 所示。 
由文献[4] [9]知，任何系统可由源场、贮能场、耗散场及结型结构所构成。其中，耗散场由阻性元件

R 构成，贮能场由容性元件 C 及惯性元件 I 构成，源场由势源 Se 及流源 Sf 构成，结型结构由转换器 TF 
(MTF)、回转器 GY (MGY)、0-结、1-结所构成。在此基础上，文献[9]推导出更加简明实用的系统驱动力

矩(驱动力)及运动副约束反力的统一方程，为该类问题的计算机自动建模与动力学分析提供了程式化的方

法。但是，在建立 3-PPR 型平面并联机构机构向量键合图模型的过程中，构件间的旋转铰和移动铰约束

使其向量键合图模型的多数惯性元件 I 具有微分因果关系。另外，动平台质心速度矢量、铰接点速度矢

量及角速度的非线性关系，使机构向量键合图具有较复杂的非线性结型结构。由文献[4]知，具有微分因

果关系的惯性元件 I 所对应的能量变量是非独立，需要用具有积分因果关系的惯性元件 I 所对应的能量变

量(系统状态变量)来表示，这一过程较复杂且不规则，用现有的方法实现机构自动建模及动力学分析十分

困难[4] [9]。 
为此，将各运动副约束反力向量 1Se  (移动铰 A1)、 5Se  (移动铰 1B′ )、 8Se  (旋转铰 C1)、 18Se  (移动

铰 A2)、 14Se  (移动铰 2B′ )、 11Se  (旋转铰 C2)、 27Se  (移动铰 A3)、 23Se  (移动铰 3B′ )、 19Se  (旋转铰 C3)
作为未知势源向量添加在该机构向量键合图模型相应的 0-结处，完全消除了其微分因果关系，使所有惯 



王中双，吕航   
 

 
242 

 
Figure 3. The vector bond graph of 
component i iB C′  
图 3. 构件 i iB C′ 的向量键合图 

 

 
Figure 4. The vector bond graph of moving chain i 
图 4. 支链 i 的向量键合图 

 

 
Figure 5. Moving platform C1C2C3 
图 5. 动平台 C1C2C3 

 

 
Figure 6. The vector bond graph 
of moving platform  
图 6. 动平台向量键合图 
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Figure 7. The vector bond graph of 3-PPR planar parallel mechanism 
图 7. 3-PPR 型平面并联机构向量键合图 

 
性元件 I 皆具有积分因果关系，如图 7 所示。经过如此处理后，可以直接应用文献[9]所述方法进行机构

的计算机辅助动力学建模与分析计算。 

3. 实际算例 

图 1 所示 3-PPR 型平面并联机构，各构件的长度 1a 、 2a 、 3a 随时间的变化函数如下： 1 0.01sin 3a t=  
m ， 2 0.08a t=  m ， 3 0.01sin 3a t=  m 。 各 杆 件 质 量 分 别 为 ：

1 2 3
0.7 kga a am m m= = = ， 

1 1 2 2 3 3
0.1 kgB C B C B Cm m m′ ′ ′= = = 。动平台的质量 0.6 kgpm = ；动平台转动惯量 210 kg mpJ = ⋅ ，中心点 P 与顶

角的距离为 0.11 me = 。机构处于初始位置时，杆件 AiBi ( )1, 2,3i = 长 0.13 ma = 。 
由文献[9]所述方法知，图 7 所示系统的状态变量向量 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

T
4 4 7 7 10 10 12 12 15 15 20 21 21 24 24i x y x y x y x y x y x y x y

a a a a B C B C B C B C p p p p B C B C B C B C

a a a a p p B C B C B C B C a a a a

P P P P P P P P P P P P P P P

m x m y m x m y m x m y m x m y

m x m y J m x m y m x m yω

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

 =  
= 

X

       

     

T


， 

相应的共能量变量向量 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

T
4 4 7 10 10 12 12 15 15 20 21 21 24 24

T

i x y x x y x y x y x y x y

a a B C B C p p B C B C a a p B C B C a a

f f f f f f f f f f f f f f

x y x y x y x y x y x y x yω′ ′ ′ ′ ′ ′

 =  

 =  

Z

             

。 

系统已知势源向量 

1 1 1 2 2 2 3 3 3

T
3 3 3 6 6 9 9 13 13 16 16 22 22 25 25

T
0 0 0 0 0 0 0

x y x y x y x y x y x y x y

a B C p B C a B C a

Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se

m g m g m g m g m g m g m g′ ′ ′

 =  

 = − − − − − − − 

U
， 

未知势源向量 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3

T
1 2 5 8 8 11 11 14 17 18 19 19 23 26 27

T

f x y x y x y

A a B C x C y C x C y B a A C x C y B a A

Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se Se

F F F F F F F F F F F F F F F′ ′ ′

 =  

 =  

U
。 

该算例忽略了系统的阻尼，则系统耗散场的输入、输出向量 inD 、 outD 皆为零向量。 
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将机构的结构参数、向量键合图的结型结构矩阵[9]、已知势源向量 3U 、系统的状态变量 iX 及其导

数 iX 代入到以文献[9]所述算法为基础所编制的软件中去，可以直接确定该平面并联机构的驱动力及运动

副约束反力，部分结果曲线如图 8~11。其中，图 8 中驱动力
3aF 为负值，表示与图 1 所示方向相反。 

用文献[3]所述的牛顿-欧拉动力学方法对该例进行计算验证，所得结果与本文方法是一致的。由此可

见，本文所述方法的准确性是可靠的。由于其验证过程十分繁琐，这也进一步体现了本文所述方法的优

势，在此不再赘述。 
 

 
Figure 8. The driving force of component A3B3 
图 8. 作用在构件 A3B3上的驱动力 

 

 
Figure 9. The resultant constraint force of slip joint A3 
图 9. 移动副 A3的约束反力合力 
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Figure 10. The resultant constraint force of slip joint 3B′  

图 10. 移动副 3B′约束反力合力 
 

 
Figure 11. The resultant constraint force of revolute joint 3C  
图 11. 转动铰 3C 点的约束反力合力 

4. 结论 

本文基于一般平面运动构件、移动铰及旋转铰的向量键合图所构建的 3-PPR 型平面并联机构向量键

合图模型，能以简明、紧凑的图形方式直观表达机构构件的速度矢量及角速度间的关系，同时也表达了

作用在机构构件上力矢量的关系、力矢量与力矩的关系，实现了图形描述、运动学描述及力学描述的统

一。所给出的向量键合图增广方法，有效地消除了机构向量键合图中的微分因果关系，实现了建模过程
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中的代数解耦，解决了其给机构动力学建模与分析所带来的代数困难。应用现有的算法，以程式化的方

式实现了 3-PPR 型平面并联机构计算机辅助动力学建模与分析，一定程度上提高了该类工作的计算效率

及可靠性。本文工作既是对多自由度平面并联机构动力学分析方法的有益补充，也是对向量键合图理论

及应用必要的扩展。 
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