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Abstract 
In this paper, the incomplete statistics theories were introduced according to the principle of 
maximum entropy. The eighth statistical distribution was deduced, and the thermodynamic quan-
tities of monatomic ideal gas were calculated. When q = 1, the results were the same as the results 
of other distributions. 
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摘  要 

本文简要介绍了非完整统计思想，根据最大熵原理，推导了第八种统计分布，并计算了单原子理想气体

的热力学量。在q = 1时，其结果与其他分布是相同的。 
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1. 引言 

由 L. Boltzmann 和 J.W. Gibbs 等人建立起来的的传统统计力学(现在通常称为 B-G 统计力学或广延统

计力学)在指导生产、生活实践活动中，得到了广泛而成功的应用。不仅提高了社会劳动效率，而且促进

了社会经济的发展。但是，科学发展表明，任何理论都不是永恒不变的，都随着科学技术的进步而不断

发展，当然，广延统计热力学也不例外。由于广延统计力学是实际问题的抽象，它抓住了统计物理研究

对象(由大量微观粒子组成的系统)的主要矛盾——统计规律性，因此它在很多地方获得了大量的成功，但

它忽略的次要矛盾，有时变为主要矛盾，成为它解决不了的问题。这表现为它的基本假设或默认上[1]： 
(1) 孤立系统的等概率假设； 
(2) 广延量假设； 
(3) 好函数默认(态函数、态参量连续，各阶可微、可导)。 
等概率假设实质是忽略时间关联；广延量假设是忽略空间关联；好函数默认导致研究相变困难。所

以，广延统计力学在处理诸如包含长程相互作用[2]或有记忆效应的一些物理系统[3]时，面临了困难。鉴 

于此，1988 年巴西物理学家 C. Tsallis 提出了非广延熵[4]，其表达式 1
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是玻尔兹曼常量， iP 为系统的第 i 个微观态出现的概率， q 为非广延参数，W 表示系统可能出现的微观

状态数目。此后在许多物理学家的共同努力下，建立起来了非广延统计力学，解决了一些广延统计力学

解决不了的问题，如自引力系统，纯电子等离子体中的二维涡流等[5]。“非广延统计热力学”是一门新

兴的学科，“非广延”一词是针对“广延”而来的。“广延”一词的意思即一个热力学系统的广延量(如
熵、内能、体积等)可以由构成它的小系统所对应的量简单相加而得。在非广延统计中，原来属于可简单

相加的物理量不再符合这一法则。非广延统计力学是广延统计力学的延伸和拓展，使得研究结果更加接

近真实世界[5]。目前，非广延统计物理发展的分支除了有 Tsallis 统计，还有非完整统计， q -变形统计，

卡帕统计，超统计等等。本文在介绍非完整统计的基础上，基于非完整 Shannon 熵推导了完全开放系统

的统计分布，并用该分布研究理想气体。 

2. 非完整统计简介 

2001 年 Q.A. Wang 提出了非完整统计[6] [7]，考虑到系统内粒子与粒子之间相互作用的复杂性等其

它因素的影响，无法准确统计可能出现的微观态，导致统计信息不完整，即不能精确得到概率分布函数

和配分函数。在统计物理中，如果利用哈密顿正则方程(经典系统)或薛定谔方程(量子系统)，能精确解得

系统的微观状态或对应的概率，说明系统信息统计完全，这时就称为完整统计。所对应的概率分布为{ }ip ，
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ip 表示第 i 个微观状态的概率， 1,2,3, ,i w=  。如果不能精确解得系统的微观状态或对应的概率，这时

统计信息就不完整，所对应的概率分布为{ }ip′ ， ip′表示第 i 个微观状态的概率， 1,2,3, ,i v=  。其中 v可
能大于 w ， v也可能小于 w 。把这时的概率分布就称为非完整概率分布。 

对完整统计分布，其归一化条件为： 1
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所以 [ ]0,q∈ +∞ 。于是，物理量O 的统计平均值可设为：
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基于完整统计的 Shannon 熵：
1
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= − ∑ ，便可得到在非完整统计框架下的非完整 Shannon 熵

为： 
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上式中， k 是玻尔兹曼常数。当 1q = 时，就回到广延统计力学。 

3. 第八种统计系统和由非完整 Shannon 熵推导第八种统计分布 

在统计系综中，根据系统与外界的关系，将统计分布分别称为：零分布(微正则分布)，即粒子数 N 和

能量 E 及体积V 都不变的系统；N 分布，即 N 可变化，而 E 和V 不变的系统；E 分布(正则分布)，即 E
可变化，而 N 和V 不变的系统；V 分布，即V 可变化，而 N 和 E 不变的系统；N - E 分布(巨正则分布)，
即 N 和 E 可变化，而V 不变的系统；N -V 分布，即 N 和V 可变化，而 E 不变的系统；E -V 分布，即 E
和V 可变化，而 N 不变的系统。上述这七种统计分布可以计算热力学量，且热力学等价[8]。还有，若粒

子数 N 和能量 E 及体积V 都可变化的系统就是完全开放系统(或第八种统计系统)，其分布称之为 N - E -
V 分布(或第八种统计分布)。不管是广延统计力学，还是非广延统计力学，主要研究微正则系综，正则

系综，巨正则系综，很少研究完全开放系统，其原因是缺少完全开放系统的概率分布。完全开放系统是

自然界最普遍的系统，而其他系统仅仅是完全开放系统的特殊情况，所以有必要研究完全开放系统。下

面介绍第八种统计分布的概率函数及热力学公式和涨落公式。 
考虑系统和源之间既有力的和热的相互作用，又有粒子的交换。系统在源的作用下，各微观态的粒

子数 iN ，能量 iE 和体积 iV 可能不同，以 iP 表示系统微观态的概率，我们取： 
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在系统和源达到平衡后，相应的平均值 N ，E ，V 都是一定的。根据非完整统计思想，式子(2)，(3)，
(4)，(5)可能具有不同的 q 值，为了计算的方便性，这里假定它们相同的条件下，根据最大熵原理，我们

所求的统计分布应使非完整 Shannon 熵在约束下取极值。引入 Lagrange 函数： 
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其中α ， β ，κ ， γ 是 Lagrange 乘子。(7)、(8)分别为 N - E -V 分布的概率分布函数和配分函数。将(7)
带入(2)，并应用(3)，(4)，(5)，(8)式得： 

( )ln , ,q qS k N E V Zα β κ α β κ = + + +                          (9) 

对(9)式求偏导， 
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= = − = = = =     ∂ ∂ ∂     
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结合开系热力学基本方程 d d d dT S N U P Vµ= − + + ，可得： 

1        P
kT kT kT
µα β κ= − = =                            (11) 

则系统的平均热力学公式： 
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其中， µ 为化学势，T 为绝对温度， P 为压强， k 玻尔兹曼常数。很显然，当 1q = 时，就回到广延统计

力学。 
还有，系统的涨落公式为： 
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4. 用第八种统计分布研究单原子理想气体 

对于单原子理想气体，式(8)的求和可由积分取代，变为 
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将单原子理想气体的能量(仅动能)
2 2 2
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= ∑ 和在系统相空间等能面所包围的相体积

( ) ( ) ( )3 2, 2π 3 2 !NNE V V mE NΓ = 代入上式，得 

( ) ( ) ( )
1

13 2
3 2 1

2
0 0

2π, , e

qN q
q N

q
N N

mZ q q x
h

αα β κ β κ
∞ ∞

− −−

= =

      = =     
      

∑ ∑             (16) 

式(16)中的 x 为 
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当 1x < 时，上式收敛。得 
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1
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将式(18)代入式(12-14)，可得单原子理想气体的热力学量： 

( )3 3,     ,     ,     5 2
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= = = = = = +
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在 1q = 时，单原子理想气体的热力学量与其他分布计算的结果相同的[9] [10]。同时，基于非完整

Shannon 熵的第八种统计分布的配分函数也存在收敛与发散的临界点，也就是说，第八种统计分布也可

以解释临界现象，但对于具有相互作用的真实气体，非广延参数因数 q 究竟是根据系统的性质人为调节

还是确定的，以及考虑到相互作用的复杂性，利用刚性球模型是否能够得到新的结果，还有待进一步讨论。 
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