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摘  要 

本文主要研究分数维空间中的分数阶量子力学问题，考虑了 ( )0 1λ λ< ≤ 维空间中含Riesz分数导数的分

数阶薛定谔方程，利用分数维空间中的傅里叶变换，求解了分数维空间中的分数阶双δ-势的分数阶薛定

谔方程，得到了含有Fox’s H函数形式的波函数以及能量本征值。此外，本文利用Fox’s H函数的性质研究

了波函数在自变量及双δ-势间隔a在趋于零和无穷时的渐进性质，给出了具体的渐进表达式，发现在两种

无穷趋势下波函数的性态都是含空间维数 λ 的负幂律函数，揭示了空间维数与波函数、分数阶微积分与

负幂律间的紧密联系。 
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Abstract 
In this paper, we study the fractional-order quantum mechanics problems in the fractional dimen-
sional space. The fractional Schrödinger equation with Riesz fractional derivative in ( )λ λ0 1< ≤  
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dimensional space is considered. By using the Fourier transform in the fractional dimensional 
space, the fractional Schrödinger equation with fractional double δ-potential well in λ  fractional 
dimensional space is solved and obtained the wave function with the form of Fox’s H functions and 
the energy eigenvalue. In addition, by using the properties of Fox’s H functions, we study the 
asymptotic properties of the wave function when the independent variable and the double delta 
potential interval a tending to zero and infinity, and give the specific asymptotic expressions. It is 
found that the behavior of wave function is a negative power law function that contains space di-
mension λ  under two kinds of infinite trends, the close relationship between space dimension 
and wave function, fractional calculus and negative power law is revealed. 
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1. 引言 

1918 年，Hausdorff 引入了分数维的概念，在 Mandelbrot 发现了分形几何之后，这个概念变得更加

的重要，他利用分数的概念用标度法计算出了分数维和整数维之间的关系[1]。与分形几何和分数维空间

相关的是分数导数和分数积分领域，这些研究最近已经在许多领域中得到应用，包括分数哈密顿系统、

混沌动力学、分形和复杂介质物理学以及标度现象等的研究[2] [3] [4] [5] [6]。在量子物理学中，Feynman
首次将分形概念成功用于量子力学，Feynman 和 Hibbs 重新将非相对论性量子力学表述为布朗路径上的

路径积分[7]。之后，Laskin 在路径积分中用 Lévy 路径代替布朗路径，将 Feynman 路径积分推广到 Lévy
路径积分，到得到了含有 Riesz 分数导数的空间分数阶薛定谔方程，建立了分数阶量子力学[8] [9] [10]。 

虽然嵌入在我们世界中的空间是一个三维的欧几里得空间，但物质物体的运动并不总是三维的，维

度取决于约束条件[11] [12]。关于整数维空间中含有分数阶导数项的分数阶薛定谔方程已经有了一些研究。

例如，Dong 和 Xu [13]用动量表示法求解空间分数薛定谔方程求解了分数阶薛定谔方程，Naber [14]引入

了时间 Caputo 分数阶导数提出了并求解了时间分数阶薛定谔方程，Wang 和 Xu [15]将空间分数阶薛定谔

方程推广到了时空分数阶薛定谔方程。分数阶薛定谔方程是 Lévy 路径积在考虑更广泛的复杂系统条件下

提出的，当物理空间结构发生变化时，可以更好地描述微观粒子的行为，帮助我们更好的刻画复杂量子

体系的特征。对于非整数维空间，Stillinger [16]描述了在非整数维分数空间上积分的过程，并推广了该空

间中的拉普拉斯算子。之后，Muslih 和 Baleanu [17]利用 Stillinger 定义的分数维拉普拉斯算子研究了分

数维空间中的分数多极展开。Muslih 和 Agrawal [18]研究了具有 Riesz 分数导数的波动方程，证明了 α阶
Riesz 导数与 D 维分数空间之间的联系。最近，Oliveira 等人[19]求解了整数维空间中的单 δ-势分数阶薛

定谔方程，文献[20]利用分数维空间中的傅里叶变换，研究了分数维空间中的分数阶单 δ-势的分数阶薛

定谔方程。在此基础上，本文进一步研究分数阶双 δ-势下分数阶薛定谔方程的解及其性质。 

本文安排如下，第二节简要介绍了分数维空间中的傅里叶变换和分数薛定谔方程；第三节求解了分

数阶双 δ-势势阱的薛定谔方程；第四节运用 Fox’s H 函数的渐进性质，对波函数进一步研究；最后一节

是本文的结论。 
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2. 傅里叶变换与薛定谔方程 

在本节中，考虑分数体积元上高斯积分的分数维空间中的傅里叶变换方法，我们将考虑连续函数

( )f x 的傅里叶变换 ( )g k 在分数阶的情况，利用 

( )

2

d d
2
x

x x=
π

Γ

λ
λ

λ
                                       (1) 

傅立叶变换被定义为 

( ) ( )( ) ( )e dikxg k F f x f x x= = ∫ λ                                (2) 

傅里叶逆变换 ( )f x 由下式给出 

( ) ( )( ) ( )1 1 e d
2

ikxf x F g k g k k− − = =  π  ∫
λ

λ                            (3) 

λ 维分数空间中的广义狄拉克 δ函数定义为 

( ) ( )1 e d
2

ik x xx x k′− ′− =  π  ∫
λ

λ λδ                               (4) 

下面我们给出一个 δ函数的定理并且进行证明： 

定理广义狄拉克 δ函数满足下列等式 

( ) ( ) ( )0 0df x x x x f x
+∞

−∞
− =∫ λ λδ                               (5) 

证明当 1=λ 时，显然成立。 

当 0 1< <λ ，维分数空间中的广义狄拉克 δ函数满足以下恒等式[20] 

( ) ( )22
0

0 lim e x xx x −π −

→∞
− = ελ λ

ε
δ ε                                 (6) 

我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
22

0
0 d lim e dx xf x x x x f x x

+∞ +∞ −π −

−∞ −∞ →∞
− =∫ ∫ ελ λ λ λ

ε
δ ε                         (7) 

由下面的积分[16] [21] 

( ) ( )0 d dh x x x h x x
+∞ +∞

−∞ −∞
+ =∫ ∫λ λ                                (8) 

把等式(7)写成如下的形式 

( ) ( ) ( )2 2

0 0d lim e dxf x x x x f x x x
+∞ +∞ −π

−∞ −∞→∞
− = +∫ ∫λ λ λ ε λ

ε
δ ε                        (9) 

利用积分公式 

( )1

0

1 1e d
m n mkx n nx x k

m m
∞ − +− + = Γ 

 ∫                             (10) 

可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
0 0 00

1d lim e d
2

yf x x x x f x y y f x
+∞ +∞ − −

−∞ →∞
− = =

Γ∫ ∫λ λ λ

ε
δ

λ
                (11) 

特别的，当 0 0x = 时， 
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( ) ( ) ( )d 0f x x x f
∞

−∞
=∫ λ λδ                                 (12) 

当 ( ) 1f x = 时， 

( )d 1x x
∞

−∞
=∫ λ λδ                                     (13) 

坐标空间和动量空间波函数通过分数维空间中的傅里叶变换相互关联 

( ) ( )e dipxp x x
∞

−∞
= ∫  λφ ϕ                                  (14) 

( ) ( )1 e d
2

ipxx p p
∞ −

−∞

 =  π  ∫




λ
λϕ φ                             (15) 

如引言中所述，Laskin 在路径积分中用 Lévy 路径代替布朗路径，得到了空间分数阶薛定谔方程。文

献[15]研究了整数维空间中时间相关和独立分数阶薛定谔方程的解。之后，Muslih 给出了与时间无关的

分数维空间中分数阶薛定谔方程[20] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 e d dix p pE p D p p V x x p p
+∞ ′− −

−∞
′ ′π = π + ∫ 

 

αλ λ λ λ
αφ φ φ            (16) 

3. 分数阶双 δ-势 

在本节中，我们考虑分数阶双 δ-势阱中的粒子，势 ( )V x 定义为 

( ) ( ) ( )V x x x a = − + − 
λ λγ δ δ                              (17) 

其中 ( )xλδ 是方程(4)中定义的分数狄拉克 δ函数，该粒子的时间无关分数薛定谔方程由下式给出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 e d d

                          e d d

ix p p

ix p p

E p D p p x x p p

x a x p p

+∞ ′− −

−∞

+∞ ′− −

−∞

′ ′π = π −

′ ′− −

∫

∫





 

αλ λ λ λ λ
α

λ λ λ

φ φ γ δ φ

γ δ φ
          (18) 

利用广义分数阶狄拉克 δ函数方程(4)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 d e dia p pD p E p p p p p
+∞ +∞ ′− −

−∞ −∞
 ′ ′ ′ ′π − =  +  ∫ ∫ 



αλ λ λ
α φ γ φ φ           (19) 

则 

( )
( ) ( )( )0 e iapK K a

p
D p E

−+
=

−



α
α

γ
φ                             (20) 

其中 

( )
( )

( )2

1 e d
2

iaqK a q q
+∞

−∞
=

π
∫ 



λφ                            (21) 

( )
( )

( )2

10 d
2

K q q
+∞

−∞
=

π
∫



λφ                               (22) 

将 ( )pφ 代入方程(18)联立 ( )0K ， ( )K a 得 

2 e ed d
iap iap

N p p
D p E D p E

−
∞ ∞

−∞ −∞
=

− −
∫ ∫

 

λ λ
α α

α α

                     (23) 

这里 ( ) ( )0N K a K= ，利用 Fox’s H 函数的性质以及其傅里叶余弦变换公式[22]，得到了能量本征值
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E 满足方程 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

11

2,1
2,3

1 1 ,1 , 1,1 2
0

1,1 , 1 1 ,1 , 1,1 2
D D

H a
aE E E

λ
α ααα α

λ α α

α λ α α

−− − 
 

 − − π     =    − − − −     


          (24) 

将 ( )pφ 表达式(19)代入到 ( )0K ， ( )K a 中有 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )20 0 0
2

K I K I a K a= +  π




γ                       (25) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
2

K a I K a I a K= +  π




γ                       (26) 

其中 

( )
0

cos dpI p
D p E

∞
=

−
∫

 λ
α

α

ωω                                (27) 

联立方程(25)和(26)，有 ( ) ( )0K a K= ，则 ( )qφ 的表达式可写为 

( )
( )( )0 1 e iap tK

p
D p E

−+
=

−α
α

γ
φ                                 (28) 

这时，波函数 ( )xϕ 可以写为 

( ) ( )
( )

( )

2

0 e ed d
2

ip x aipxK
x p p

D p E D p E

− +−
∞ ∞

−∞ −∞

 
 = +
 π − − 
∫ ∫







λ λ
α α

α α

γ
ϕ                    (29) 

由上述可知，如果分数阶单 δ-势的波函数已经确定，则分数阶双 δ-势的波函数可以表示为 

( ) ( ) ( )1 1x x x a= + +ϕ ϕ ϕ                                   (30) 

这里 ( )1 xϕ 表示分数阶单 δ-势的波函数，单 δ-势的波函数的表达式[20] 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

2,1
1 2,3

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D

x C H x
E

α α
λ α
α

α λ α α
ϕ

α α λ α α

− − π  =   − −   


                  (31) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 1 1

0 2 2 1
22

K
C

D E− + −
=

Γ −

π

π

λ
λ
α λ λ α α λ α

α

γ
λ

 

则分数阶双 δ-势的波函数为 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1

2,1
2,3

1

2,1
2,3

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2

,1 , 1 2,1 2
           

0,1 , ,1 , 1 2,1 2

D
x C H x

E

D
C H x a

E

α α
λ α
α

α α
λ α
α

α λ α α
ϕ

α α λ α α

α λ α α

α α λ α α

−

−

 − π  =   − −   
 − π  + +   − −   







               (32) 

4. 波函数的渐进性质 

上一节，我们给出了 λ 维分数空间中分数阶双 δ-势的波函数，波函数由 Fox’s H 函数表示，在这一
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节中我们考虑利用 Fox’s H 函数的渐进性质来进一步研究波函数的性质。 
当 x →∞时，利用 Fox’s H 函数的渐进性质[22] 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

2,1
2,3

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D D

H x x
E E

α αα α
α α

λ

α λ α α

α λ α α

−− − −     ≈    − −−   

 
 
 
   



 

          (33) 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

2,1
2,3

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D D

H x a x a
E E

α αα α
α

λ

α
α λ α α

α λ α α

−− − −    + ≈ +    −



−−


 
 
 


      

 

        (34) 

则这时方程(31)转变为 

( )
1 1

D D
x C x x a

E E

− −− − 
    π

≈ +   

   
   + − −   

  
   
   
 

 


α αα α

λ λ

λ α α
αϕ
α

                  (35) 

进一步，当 0x → ， 0a → 时，我们再次运用 Fox’s H 函数以下的渐进性质[22]，此时 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

2,1
2 3

0

,

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D D

H x x
E E

α αα α
α α

α λ α α

α λ α α

− − −     ≈    − −−   

 
 
 
 
  

 

           (36) 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

2,1
,3

0

2

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D D

H x a x a
E E

α αα α
α α

α λ α α

α λ α α

− − −    + ≈ +    − −−   

 
 
 
 
  

 

        (37) 

从而，波函数可近似为 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

01 1 0

2 1 1

0 2 2 1
22

K

D D
x C x

E E

E

x

D

a

− + −

− −   
    π

≈ +    − −    
 


   +   
   
 

≈
Γ

π

−

π

π

 



 




λ

λ λ α α λ α
α

α αα α
λ α α
α

λ

α

γ

ϕ

α

                  (38) 

当 0x → 时， a →∞时，由 Fox’s H 函数的渐进性质我们得到 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

2,1
2 3

0

,

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D D

H x x
E E

α αα α
α α

α λ α α

α λ α α

− − −     ≈    − −−   

 
 
 
 
  

 

         (39) 

( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 1

2,1
2,3

,1 , 1 2,1 2

0,1 , ,1 , 1 2,1 2
D D

H x a x a
E E

α αα α
α

λ

α
α λ α α

α λ α α

−− − −    + ≈ +    −



−−


 
 
 


      

 

      (40) 

这样，波函数转换为 
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( )
1 1

1

0

1

D D
x C x x a

E E

D
C x a

E

− −

−

−

−

   
   +   

 
    π

≈ +    − −    
 
 
  π

   


≈ +   −  

  

 
 +  
 

   

 





α αα α
λ α α
α

α α
λ α

λ

α

λ

ϕ
α

α

                     (41) 

从上述表达式，我们可以看到， λ 维分数空间中分数阶双 δ-势的波函数的渐进性质与分数空间的维

数 λ 有着密切的联系。 

5. 结论 

本文考虑了 λ 维分数空间中分数阶双 δ-势的问题，引入了分数维空间的傅里叶变换的方法来求解分

数维空间中的分数阶薛定谔方程，并借助 Fox’s H 函数的性质研究了解的渐进性质。我们精确求解了在 λ

维分数空间中分数阶双 δ-势阱内运动粒子的分数阶薛定谔方程，得到了含有 Fox’s H 函数形式的分数阶

双 δ-势的能量本征值的方程(24)以及波函数的表达式(32)。之后，利用 Fox’s H 函数的渐进性质我们进一

步研究了波函数在自变量 x 及双 δ-势间隔 a 在趋于 0 和无穷时的渐进性态，当 x →∞时，波函数的渐进

表达式由(35)给出，这时波函数趋于一个有限常数；当 0x → ， 0a → 以及 0x → ， a →∞时的波函数

渐进表达式分别由(38)及(41)给出，在这两种无穷趋势下波函数的渐进性态是与空间维数相关联的，都含

有空间维数 λ 的负幂律函数，对渐进性态的研究揭示了波函数与空间维数的密切关系以及分数阶微积分

与负幂律性质间的紧密联系。 
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