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Abstract: For the case that the optima of constrained optimization problems are often located on boundary of 
the feasible region, a new genetic algorithm based on hybrid genetic operators is proposed in this paper. First, 
in this algorithm, the crossover is executed according to feasible and infeasible individuals, respectively. A 
feasible point is always combined with the best-known one found so far for crossover, whereas an infeasible 
individual is selected according to the fitness for crossover with any feasible one. In addition, in order to 
make infeasible solutions become feasible ones and make feasible points move toward the boundary of feasi-
ble region, a hybrid mutation operator is presented based on boundary mutation and Gaussian mutation. Nu-
merical experiments and comparison results show the efficiency of the method. 
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摘  要：针对约束优化问题的最优解可能位于可行域边界的情况，提出了一种新的基于混合遗传算子

的遗传算法。首先，在该算法中，杂交过程按可行个体和不可行个体分别进行，可行个体与最好个体

杂交，不可行个体按照约束违反度的大小与可行个体杂交。其次，引入了一个基于边界变异和高斯变

异的混合变异算子，其目的是促使不可行解变为可行解，可行解向边界移动。数值实验和比较结果表

明了该方法的有效性。 
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1. 引言 

复杂约束优化问题在最优化领域一直是难以处理的问题，传统的优化方法求解这类问题时都是基于梯度的

信息，这只适用于目标函数和约束条件可微的情形，而且求得的解多为局部最优解[1]。为了避免对函数凸性、

可微性的要求，基于群体搜索的智能算法越来越受到人们的欢迎，其中进化算法是其中的典型代表之一。进化
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算法是一种模拟自然进化过程的全局优化方法，与传统的优化方法相比，进化算法更适合求解具有非凸不可微

函数的复杂约束优化问题[2]。 
工程应用和科学研究中，许多问题都可以转化为求解一个带约束条件的函数优化问题。利用进化算法求解

约束优化问题时必须先处理好约束。许多学者对此进行了广泛的研究，也提出了大量的约束优化进化算法[2,3]。

Michalewicz 等将现有的约束优化算法分成 4 类：惩罚函数法，多目标法，基于可行解优于不可行解思想的算法

和其他混合法[3]。惩罚函数法是处理约束最常用的方法，是对不可行解进行惩罚，进而将约束优化问题转化为

无约束优化问题[4-8]。但该方法需要引入罚因子，罚因子值的选取是否合适会直接影响算法的性能。罚因子值过

小，起不到惩罚不可行个体的作用。罚因子过大，有可能使部分靠近约束域边界不可行个体缺乏竞争力，而这

部分个体对搜索边界区域的最优解是非常有利的。因此会降低算法的搜索效率。多目标法将约束条件作为一个

或多个目标来处理，这样基于非劣解比较的方法可能会导致算法的计算量增大。基于可行解优于不可行解的算

法没有充分利用不可行解的信息，其情形与罚函数法中因子过大的情况类似。 
在进化算法中，如果能结合适当的约束处理技术，那么在处理约束约束优化问题上更具通用性。因此，在

求解约束优化问题方面，以遗传算法为代表的进化算法已成为国内外研究的热点[4-8]。 
本文针对目前约束处理方法上存在的问题，提出了一种新的约束处理方法。首先，利用可行域对种群进行

分类，将种群个体划分为可行解集和不可行解集。其次，保留每代可行解集中的最好个体。最后，在杂交运算

中，对可行解集和不可行解集中的个体分别用两种不同的杂交方式进行杂交，使得不可行解趋于可行解，可行

解趋于边界。 

2．问题及相关概念 

讨论的约束优化问题模型如下： 
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其中， n∈x R ， ( )f x 称为目标函数， ( ) 0ig ≤x 称为(1)的不等式约束， ( ) 0jh =x 称为(1)的等式约束。给出集合

( ) ( ){ }: , 0, 0, 1, 2, , , 1, ,n
i jE g h i p j p m= ∈ ≤ = = = +x x R x x   为问题(1)的可行域，可行域中的点称为可行解。 

用遗传算法求解上述问题时，如何在可行域中找到最优解，主要取决于算法设计，包括杂交和变异算子设

计及约束处理方法。鉴于此，本文设计了一种新的混合杂交算子。该方法利用当前种群中较好个体的信息来产

生后代，从可行域和不可行域两个方向进行搜索，从而提高算法的搜索能力。 

3. 算法设计 

3.1. 初始种群的产生 

设 il 和 iu 分别为变量 ix 的上下限。基于变量的上下界，随机产生 N 个个体。判断这 N 个个体的可行性，若

至少包含一个可行个体，则记包含这 N 个个体的集合为初始种群，否则，利用随机生成的方法继续产生个体，

直到找到一个可行解为止。 

3.2. 种群个体分类及排序 

设 ( )P k 为第 k 代种群，种群规模为 N ，将种群分为可行解和不可行解，分别记为： { }1 2 1, , , nB = x x x ，

{ }1 2 2, , , nL = y y y ，其中 1 2n n N+ = 。 
令： 
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( ) ( )F f=x x                                           (2) 

为适应度函数。构造罚函数如下[8]： 
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( )ip x 表示个体 x 在第 i 个约束的违反度，令罚函数 ( ) ( )
1

m

i
i

p p
=

= ∑x x ，表示个体 x 违反约束的程度。 
对于 B 中的点，考察 ( )F x 的值，对于 L 中的点考察 ( )p x 的值。根据 ( )F x 的函数值找 B 中函数值最小的

个体，并记下这个最好个体。由于约束优化问题的最优解大部分位于可行域的边界上或附近[9-13]，所以在算法执

行中保留一部分约束违反值较小的个体有利于找到最优解。 

3.3. 杂交算子 

对可行个体和不可行个体分别执行两种不同的杂交方式。 
对于可行个体(B 中的点) 1p ，令目前的最好个体为 *p ，执行如下杂交： ( ) ( )1 1*= + + ∗ −c p R 1 p p ，其中 c

为杂交后代。 R 是服从 n 维标准正态分布的随机向量，即： 

( ) ( ) ( )( )T2 2 2
10, 0, , , 0, nN Nσ σ σ∼ =N R 。 

对于不可行个体(L 中的点)，按 ( )p x 的大小，以赌轮选择选出与 L 同等数量的个体参与杂交。对于杂交个

体 2p ，任取 B 中的点 p ，执行如下杂交： ( )2 2t= + ∗ −c p p p ，其中 ( )0,1t∈ ，是一个动态选取的值。首先给一

个初始值 0t ， 0 0.5t = 。按照该杂交方法，杂交后代不是可行个体或约束违反超过预先设定的阈值 ε，则将取 t 为
0.5 t∗ ，逐步向可行域逼近，最终会使杂交后代落入可行域或满足约束违反的阈值 ε。 

3.4. 变异算子 

对种群中的两类个体各自进行不同的变异。对可行解集中的个体采取边界变异[4]，该算子描述如下：令

( )1 2 nx x x= ⋅⋅⋅m 为变异父代个体，变异后代记为： ′m ，其分量按如下方式选取： 

( )
( )

min
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if random 0,1 0.5
if random 0,1 0.5

k

k k

U
x

U
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>
                                 (4) 

其中， min max,k kU U  为 kx 的上下界。 
对于不可行解集中的个体为 2p ，对其进行高斯变异[11]。记m 为变异后代，则： 2= +m p R ，R 是服从 n 维

标准正态分布的随机向量，即： 

( ) ( ) ( )( )T2 2 2
10 0, , , 0, nN Nσ σ σ∼ =N , R 。 

3.5. 选择 

采用精英保留策略[6]。从杂交后代和变异后代中选出最好个体与上代中的最好个体进行适应度的比较，保

留最好的一个个体到下一代。再从剩下的个体中选择 1N − 个个体构成下一代种群。 

4. 基于混合遗传算子的遗传算法 

基于算法设计中的各个策略，提出求解约束优化问题的新算法(genetic algorithm based on hybrid genetic op-
erators, GAHGO)。算法步骤如下： 

1) 种群初始化 
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设定参数值，并在给定区间内产生初始种群。对初始种群按照适应度进行评估后，再分类为可行解集和不

可行解集，找到可行个体的最好点。 

2) 杂交 

以杂交概率 cp 从种群 ( )P k 中的可行集和不可行集中选取参加杂交的个体，按设计的混合杂交算子杂交，

产生杂交后代集，记为 ( )C k 。 

3) 变异 

以变异概率 mp 从种群 ( )P k 中的可行集和不可行集中选取变异个体，按变异算子执行变异运算，产生变异

后代集，记为 ( )M k 。 

4) 选择 

保留 ( ) ( ) ( )P k C k M k  中的最好个体到下一代，再从剩余个体中选出 1N − 个后代作为下一代种群

( 1)P k + 。 

5) 终止条件判断 

判断是否满足终止条件，若满足，输出当前种群 B 中的最好解，否则，令 1k k= + ，分类个体，返回步骤 2。 

5. 数值模拟 

5.1. 测试函数与结果 

为了测试提出算法的性能，从文献中选取了如下测试函数对该算法进行测试。 

例 1[7]：
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例 2[8]：
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例 4[14]：
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例 5[8]：
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5.2. 结果与比较 

对于以上测试函数，用 Matlab 在计算机上对其进行仿真实验，参数取值为：种群规模 200N = ，最大代数

500T = ，杂交概率 0.8cp = ，变异概率 0.2mp = 。对每一个测试函数独立运行 10 次，记录 10 次运算的最好值

和最差值，并计算了 10 次运算目标函数值的平均值、方差，及 10 次运算的平均 CPU 时间等。计算结果如表 1。 
从表 1 的结果可以看出，本文算法 GAHGO 找到了已知最优解，表明算法有较强的搜索能力。从最差结果

和标准差来看，最差解接近最好解，且标准差较小，因此算法比较稳定。 
对算例 4，与文献[14]中的几种算法对比，比较结果见表 2。从最好解、最差解和平均值的比较结果来看，

本文算法对算例 1，算例 2 和算例 5 的计算结果对比文献[5]的算法，比较结果见表 3。本文的计算结果与文献中

的方法几乎一致。 
 

Table 1. Algorithm calculation results 
表 1. 本文算法计算结果 

序号 最好解 平均值 最差解 标准差 已知最优解 平均 CPU 时间/s 

1 680.6300 680.6374 680.6606 0.0111 680.6300 16.95 

2 0.75 0.75 0.75 0 0.7500 10.31 

3 0 0 0 0 0 10.29 

4 −9.0 −9.0 −9.0 1.1e − 005 −9.0 10.03 

5 −0.0958 −0.0958 −0.0958 4.2e − 017 −0.0958 9.79 

 
Table 2. Comparing the calculation results of [14] 

表 2. 与文[14]计算结果的比较 

问题 算法 bPSO PSO-CA MSMHCO GAHGO 

P4 
最好解 −8.999 −8.9999 −9.0000 −9.0 

平均值 −8.999 −8.9998 −8.9999 −9.0 

 
Table 3. Comparing with the algorithm in [5] 

表 3. 与文[5]中算法的比较 

问题 已知最好解 解的类型 SMES GAHGO 

P1 680.63 

最好解 
平均值 
最差解 
标准差 

680.632 
680.643 
680.719 

1.6E − 02 

680.6300 
680.6374 
680.6606 
0.0111 

P2 0.7500 

最好解 
平均值 
最差解 
标准差 

0.75 
0.75 
0.75 

1.5E − 04 

0.7500 
0.7500 
0.7500 

0 

p5 -0.0958 

最好解 
平均值 
最差解 
标准差 

−0.0958 
−0.0958 
−0.0958 

0 

−0.0958 
−0.0958 
−0.0958 

0 
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6. 结束语 

针对约束优化问题的最优解大部分在可行域边界上或可行域边界附近的特点，本文提出了一种基于混合杂

交算子的遗传算法。使得求解过程不断修正不可行个体，并促使种群可行个体向边界移动。数值实验表明，新

设计的算法具有较强的搜索能力。 
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