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Abstract 
In this paper we study the s-Convex Functions of the second type. We show that a master theorem 
holds for the s-Convex Functions, and we then apply it to obtain Ky-Fan type inequalities and Milne 
type inequalities. 
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摘  要 

本文中，我们研究了第二类s-凸函数，把凸函数的子母定理推广到s-凸函数的相应形式，由此证明了

Ky-Fan型不等式，Milne型不等式。 
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1. 引言 

在文献[1]中，H. Hudzik 与 L. Maligranda 考察了以下的一类函数： 
定义：固定某个 ( ]0,1s∈ ，对于 , 0, , 0, 1u v α β α β∀ ≥ ≥ + = ，如果函数 :f R R+ → 满足： 

( ) ( ) ( )s sf u v f u f vα β α β+ ≤ +  

那么称如果函数 f 为第二类 s-凸函数，记为 2
Sf K∈ 。以下简称 s-凸函数。 

关于 s-凸函数，我们有如下一些性质：(参见文献[2]、[3]) 
(1) 若 0 1s< < ，函数 f 为 s-凸函数，则函数 f 在[0, +∞)上非负。 
(2) 若 f 是单调非减的 s-凸函数，g 是 [ )0,+∞ 上非负的凸函数，则复合函数 ( )( )f g x 也是 s-凸函数。 
(3) 若 f 是 φ-函数及 s-凸函数，g 是[ )0,+∞ 上的 φ-函数及凸函数，则复合函数 ( )( )f g x 也是 s-凸函数。

特别地， ( )sg x 是s-凸函数。这里一个函数h被称为φ-函数是指函数 :h R R+ +→ 、连续、单调非减，并且 ( )0 0h = 。 
(4) 假设函数 :f R R+ +→ 是 s-凸函数，0 1, 0s a b< < < < ，f 在 [ ],a b 上可积，那么如下Hermite-Hadamard

型不等式成立： 

( ) ( ) ( )1 12 d
2 1

bs
a

f a f ba bf f x x
b a s

− ++  ≤ ≤  − +  ∫  

显然正的凸函数是 s-凸函数； sx 是 s-凸函数；由性质(2)、(3)可以从已知的 s-凸函数得到新的 s-凸函数。

另外 Dragomir 和 Pearce(见[2]，pp. 288-292 中的定理 190、191)还证明了所谓的 F-映射与 H-映射都保持 s-凸
性质，由此派生出一些 s-凸函数，但是关于 s-凸函数非平凡的例子所知不多，我们甚至不知道简单的形如

( )sx g x 的 s-凸函数。如何给出新例子，是值得研究的问题。另外 s-凸函数在概率论的研究中也有重要应用。 
另一方面，我们有如下的关于凸函数的子母定理： 

定理 A(见[3] [4])：假设 :g R R+ → 是严格凸函数，并且 2:f R R+ → 由 ( ), xf x y y g
y

 
= ⋅  

 
所定义，那

么对任意正实数 1 2, , , nx x x 与 1 2, , , ny y y ，不等式 ( ) ( )1 1 1, ,n n n
i i i ii i if x y f x y

= = =
≥∑ ∑ ∑ 成立，且其中等式成

立当且仅当序列{ }nx 与{ }ny 成比例。 

定理 B(见[4])：假设 ( )1: , 2dg R R d−
+ → ≥ 是严格凸函数，并且 : df R R+ → 由 

( ) 11 2
1 2, , , , , , d

d d
d d d

xx xf x x x x g
x x x

− 
=  

 
⋅ 

所定义，那么对任意正实数构成的矩阵 ( ),i j n d
Z z

×
= ，不等式

( ) ( ),1 ,2 , ,1 ,2 ,1 1 1 1, , , , , ,n n n n
i i i d i i i di i i if z z z f z z z

= = = =
≥∑ ∑ ∑ ∑ 

成立，且其中等式成立当且仅当矩阵 ( ),i j n d
Z z

×
=

的秩为 1。 
对于凹函数，以上两个定理中的结论反向。 
我们将给出关于 s-凸函数类似的子母定理，并由此证明了 Ky-Fan 型不等式，Milne 型不等式。 

2. 关于 s-凸函数的子母定理 

定理 2：假设 0 a b< < ，函数 [ ]: ,g a b R+→ 是 s-凸函数，如果 2:f R R+ → 由 ( ), s xf x y y g
y

 
=  

 
⋅ 所定
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义，那么对任意正实数 1 2, , , nx x x 与 1 2, , , ny y y ，不等式 ( ) ( )1 1 1, ,n n n
i i i ii i if x y f x y

= = =
≥∑ ∑ ∑ 成立。 

证明：只需对 n=2 情形证明。由于 g 是 s-凸函数，我们有 

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 1 2 2
1 2

1 2 1 1 2 2

1 1 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

, ,

,

s s

s s
s

s

x xf x y f x y y g y g
y y

y x y xy y g g
y y y y y y

y x y xy y g f x x y y
y y y y y y

   
+ = +   

   
        
 = + +        + +        
 

≥ + ⋅ + ⋅ = + + + + 

 

所以定理成立。 
与凸函数情形不同，在 s-凸函数的子母定理中，等式成立一般不能得出两组正实数成比例。 
类似地，我们定义多元函数 ( ): , 2df R R d+ +→ ≥ 是 s-凸函数，如果对某个固定 ( ]0,1s∈ ，不等式 

( ) ( ) ( )s sf u v f u f vα β α β+ ≤ +
   

 

对于 , , , 0, 1du v R α β α β+∀ ∈ > + =
 

都成立。当 1s = 时，s-凸函数就是通常意义下的正值凸函数。对正

值凸函数有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s sf u v f u f v f u f vα β α β α β+ ≤ + ≤ +
     

 

在 0 1s< < 时成立，所以多元函数正值凸函数都是 s-凸函数，但是反之未必对，正值凹函数也有可

能是 s-凸函数。我们知道多元函数为凸函数当且仅当它的 Hesse 矩阵是正定的，某函数的 Hesse 矩阵正

定可以推论函数 s-凸。类似于一元情形，容易证明多元函数的子母定理。 

定理3：假设 ( )1: , 2dg R R d− +
+ → ≥ 是s-凸函数， : df R R+

+ → 由 ( ) 11 2
1 2, , , , , ,s d

d d
d d d

xx xf x x x x g
x x x

− 
= ⋅  

 
 

所定义，那么对任意正实数构成的矩阵 ( ),i j n d
Z z

×
= ，成立以下不等式： 

( ) ( ),1 ,2 , ,1 ,2 ,1 1 1 1, , , , , ,n n n n
i i i d i i i di i i if z z z f z z z

= = = =
≥∑ ∑ ∑ ∑ 

。 

3. 定理的应用 

定理 4：对任意正实数 1 2, , , nx x x 与 1 2, , , ny y y , 在 0 1s< < 时以下不等式都成立： 

(1) Ky-Fan 型不等式： 1 1
1

1 1

sn ns
n i ii i i i

n ni
i i i ii i

x yx y
y x y x

= =
=

= =

    ≥   − −   

∑ ∑∑
∑ ∑

，这里已假设 , i ii x y∀ < 。 

(2) Cauchy-Schwarz 不等式：

11 1
1 1

1 1 1 i

s
n n n s s
i i ii ii

x y x y
+

+ +
= = =

 
⋅ ≥   

 
∑ ∑ ∑ 。 

(3) 对任意正实数 1 2, , , nx x x ， 1 2, , , ny y y 与 1 2, , , nz z z ， ( )0, 2k∀ ∈ 成立如下 Milne 型不等式： 

( )1 1 1 1 1 1

n n n n n ni i i i i i i i i
i i i i i ii i i i i i

i i i i i i i i i

y z z x kx y x y z
x y z x y kz

x y kz y z z x kx y= = = = = =

+ +
≥ + +

+ + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 

(4) 对任意正实数 1 2, , , nx x x ， 1 2, , , ny y y 与 1 2, , , nz z z ，成立如下 Milne 型不等式： 

( ) ( )
1 1

2 1
1 1

1 1 1 1 1 1

sn n n n n ns si i i i i i i i i
i i i i i ii i i i i i

i i i i i i i i i
i i

x y z y z z x x y
x y z x y z z z

y z z x x y x y z

− −
− −

+ +
= = = = = =

   + + + +
≥ + +    + +   

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 。 
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证明： 

(1) 由于
( )2

1 0
1 1

x
x x

′  = > −  −
，

( )3
2 0

1 1
x

x x

′′  = > −  −
，当 ( )0,1x∈ ， ( ) :

1
xg x

x
=

−
是凸函数，显然也

是ϕ -函数，由性质(3)可知
1

sx
x

 
 − 

是 s-凸函数。由定理 2， ( ),
1

s s
s x y xyf x y y

x y y x
   

= =   − −  
即满足 Ky-Fan

型不等式。注：经典的 Ky-Fan 不等式是这里的不等式一个特殊情况。 

(2) 由于 3
1 2 0
x x

′′  = > 
 

， ( ) 1:g x
x

= 是凸函数，所以也是 s-凸函数。由定理 2， ( )
1

,
s

s w wf x w w
x x

+ = = 
 
⋅

即满足次线性不等式： ( )
1

1
s

si
i i

i

w w x
x

+
+

≥∑ ∑ ∑ ，我们令
1s

i
i

i

wy
x

+

= ，此式化为 Cauchy-Schwarz 不等式。注：

这里的不等式是一个已知的结果。 

(3) 由于对于 ( )0, 2k∀ ∈ ，我们可以计算二元函数 ( )1 , : kxy x yg x y
k x y

+ +
=

+ +
的 Hesse 矩阵 

( )
( )

( )

2 2
3

2 2

2 1 2 2

2 2 2 1

y ky xy kx ky k
k k x y

xy kx ky k x kx
−

− + + + + + −
= + +

+ + + − −

 
 
 + + 

，其行列式 ( ) ( )44 24 0k x y k k− −= + + > ，矩

阵是负定的，所以函数是严格凹函数。由定理 B，对应的函数 ( )1 1, , : ,x y yz zx kxyf x y z zg
z z x y kz

+ + = =  + + 
满足

超线性不等式： 

( )
1 1 1 1 1 1

1 1

.
n n n n n nn

i i i i i ii i i i i i i i i i i i
n

i i i i i i ii

y z z x k x yy z z x kx y
x y kz x y kz

= = = = = =

=
=

+ ++ +
≤

+ + + +
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑

∑
 

又 由 于 ( )2 , : xyg x y
kxy x y

=
+ +

的 Hesse 矩 阵 ( ) ( )
( )

2
3

2

2 1 2
2 2 1

y ky xy
kxy x y

xy x kx
−  
  


= + +
− + 

− +
对 于

( )0, 2k∀ ∈ 易见是负定的，所以函数是严格凹函数。由定理 B，对应的函数 

( )2 2, , : ,x y xyzf x y z zg
z z yz zx kxy

 = =  + + 
满足超线性不等式： 

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

.
n n nn

i i ii i i i i i
n n n n n n

i i i i i i i i i i i i ii i i i i i

x y zx y z
y z z x kx y y z z x k x y

= = =

=
= = = = = =

≤
+ + + +

∑ ∑ ∑∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

将上述两个不等式相乘即证得结论。由定理 B，对应的等式成立时，对应的三组正数{ } { } { }, ,i i ix y z 成

比例。 
注：当 k=1 时，这里的不等式就是文献[4]中的 Milne 不等式。 

(4) 由于 ( )1 , : xy x yg x y
xy
+ +

= 的 Hesse 矩阵显然是正定的，所以是严格凸函数，也是 s-凸函数。由定

理 3，对应的函数 ( )1 1, , : ,s sx y yz zx xyf x y z z g z
z z xy

+ + = = 
 

满足次线性不等式： 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

.
n n n n n nsn n

i i i i i is i i i i i i i i i i i i
i n n

i ii i i i i
i

i i

y z z x x yy z z x x yz z
x y z x y

+ = = = = = =

= =
= =

+ ++ +  
⋅ ≥ ⋅ 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

∑ ∑
 

又由于 ( )2
1, : x yg x y
xy x y
+ +

=
+ +

的 Hesse 矩阵 ( )
3 3

3
3 3

2 4 4 2 2
2 2 4 4 2

y y y x y xy
xy x y

x y xy y y y
− + + + + − +

= + +
+ − + + + +

 
 
 

易
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见它是正定的，所以此函数也是 s-凸函数。由定理3，对应的函数 ( ) 1
2 2, , : ,s sx y x y zf x y z z g z

z z yz zx xy
+ + + = =  + + 

满足次线性不等式： 

( )1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

.
nsn n

i i is i i i i
i n n n n n n

i ii i i i i i i i i i i ii i i i i

i

i

x y zx y zz z
y z z x x y y z z x x y

+
+ =

= =
= = = = = =

+ ++ +  
≥  + + + +

⋅
 

∑∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

将上述两个次线性不等式相乘即证得。 
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