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Abstract 
In this paper, we consider a class of sums of linear multiplicative programming problems. Using 
two-stage relaxation technique, a new lower bound of the objective function is obtained. If so, we 
only solve a sequence of linear programming problems. Moreover, we use a rectangular reduction 
strategy to provide a new branch and bound reduction algorithm for determining the lower bound 
of global optimal value. Numerical examples are given to illustrate the obtained results.  
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摘  要 

本文考虑一类带有符号的线性乘积和规划问题。利用二级松弛技术，得到原问题中目标函数的一个新的

下逼近函数，进而将原来的非凸规划问题转化为一系列的线性规划问题。进一步，采用超矩形的缩减技

术提出了确定此类问题全局最优值下界的分支定界缩减方法。最后，通过数值算例验证了本文所给算法
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的可行性与有效性。  
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1. 引言 

本文考虑如下带有符号的线性乘积和规划问题： 

( )
( ) ( ) ( )

{ }
1

min  

. .   

p

j j j
j

n

f x n x d x
GLMP

s t x D x R Ax b

δ
=


=


 ∈ = ∈ ≤

∑
 

其中 ( ) ( )( ), 1, 2, ,j jn x d x j p=  为 nR 上的线性函数， 1jδ = + 或 1− ， 1, 2, ,j p=  ， m nA R ×∈ ， mb R∈ ，p，
m，n 都是正整数，D 是非空有界的凸多面体。 

乘积规划问题在用于经济、交通等众多领域具有广泛的使用价值，如金融优化[1]、鲁棒优化[2]、证

券投资[3]等。乘积规划问题的多极值性(多个局部最优解)，使得求其全局最优解变得十分困难。所以，

有许多学者关注于乘积规划问题的全局最优值的求解。近年来，一些求解乘积规划问题的方法相继被提

出，包括外逼近方法[4]，割平面法[5]，分支定界方法[5] [6] [7]等。本文针对一类带有符号的线性乘积和

规划问题(GLMP)，采用二级松弛技术和超矩形缩减策略，提出了一种新的分支定界算法，并进行了数值

分析。 
本文的结构安排如下：第 2 节利用二级松弛技术，确定(GLMP)问题全局最优值的下界；第 3 节利用

超矩形的剖分与缩减技术，给出分支定界算法，通过数值算例验证算法的可行性与有效性。 

2. 松弛定下界方法 

本节首先利用凸包络技术给出(GLMP)问题中乘积函数的一个下界函数，进一步，通过二次松弛得到

原问题的线性松弛规划问题，进而给出(GLMP)问题的下界。 
不失一般性，我们假定 1jδ = + ， 11, 2, ,j p=  ； 1jδ = − ， 1 11, 2, ,j p p p= + +  。因(GLMP)问题的可

行域 D 是非空有界集，我们可构造包含 D 的超矩形 0 0 0,H v h =  ， ( )T0 0 0 0
1 2, , , nv v v v=  ， ( )T0 0 0 0

1 2, , , nh h h h=  ，

其中
0

0 mini i
x D H

v x
∈ ∩

= ，
0

0 maxi i
x D H

h x
∈ ∩

= ， 1, 2, ,i n=  . 
下面确定乘积函数 ( ) ( )j jn x d x 的凸包络，首先求解如下线性规划问题： 
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0

min   

. .  
jn x

s t x D H




∈ ∩
，

( )
0

max   

. .  
jn x

s t x D H




∈ ∩
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0
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. .  
jd x

s t x D H




∈ ∩
          (1) 

设问题(1)的最优解分别为 1
jx ， 2

jx ， 3
jx ， 4

jx ，最优值分别为 jε ， jε ， jη ， jη  ( 1, 2, ,j p=  )，从而

有 

( )j jj n xε ε≤ ≤ ， ( )j j jd xη η≤ ≤                           (2) 
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显然 1
jx ， 2

jx ， 3
jx ， 4

jx 均为(GLMP)问题的可行解，设 { }1 2 3 4, , , : 1, ,j j j jQ Q x x x x j p= ∪ =  ，其中 Q 表示

(GLMP)问题目前可行解的集合。 
令 , ,j j j jjε ε η η  Ω = ×   ， 1,2, ,j p=  。下面确定乘积函数 ( ) ( )j jn x d x 在 jΩ 上的凸包络[8]： 
由(2)式可得： 
1) 若 ( ) 0j jn ε− ≥ 且 ( ) 0j jd η− ≥ ，则 

( )( ) 0j j jjn dε η− − ≥  

展开得 

j j j j j jj jn d n dη ε ε η≥ + −  

2) 若 ( ) 0j jn ε− ≤ 且 ( ) 0j jd η− ≤ ，则 

j j j j j j j jn d n dη ε ε η≥ + −  

3) 若 ( ) 0j jn ε− ≥ 且 ( ) 0j jd η− ≤ ，则 

j j j j j jj jn d n dη ε ε η≤ + −  

4) 若 ( ) 0j jn ε− ≤ 且 ( ) 0j jd η− ≥ ，则 

j j j j j j j jn d n dη ε ε η≤ + −  

为了表达方便，令： 

( )1
j j j j jj jn d f xη ε ε η+ −  ， ( )2

j j j j j j jn d f xη ε ε η+ −   

( )1
j j j j jj jn d f xη ε ε η+ −  ， ( )2

j j j j j j jn d f xη ε ε η+ −   

即 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2 1 2max , min ,  j j j j j jf x f x n d f x f x≤ ≤  

由此，我们可以得到(GLMP)问题在超矩形 0kH H⊆ 上的松弛规划问题(SLMP)： 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
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∑ ∑ ∑  

所以我们可得到(GLMP)问题在超矩形 0kH H⊆ 上的二级松弛规划问题(SSLP): 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 2 1 2

1 1 1 1
min  max , min ,

. .  

p p p p

j j j j
j j j p j p
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f x f x f x f x f x
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s t x D H
= = = + = +

     = −    
     


∈ ∩

∑ ∑ ∑ ∑  

(SSLP)问题的最优解为(GLMP)问题的一个可行解，其最优值恰好为(GLMP)问题在超矩形 kH 上全局
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最优值的一个下界，该可行解记为 kx ，令 { }kQ Q x= ∪ ，其中 Q 表示(GLMP)问题目前所有可行解构成的

集合。 
进一步，我们可以得到与(GLMP)问题等价的线性规划问题(LP)： 
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显然，(LP)问题在 kH 上的最优值是(GLMP)问题全局最优值的一个下界，它也是(GLMP)问题在 kH 上

全局最优值的一个下界。 

3. 分支定界算法 

本节利用超矩形的剖分与缩减技术，给出确定(GLMP)问题全局最优值的分支定界算法，并进行数值

实验。 

3.1. 超矩形的剖分 

不失一般性，假设第 k 次剖分的超矩形为 0,k k kH v h H = ⊆  ： 
步骤 1： 
1) 选择 kH 的最长边，即 { }max : 1,2, ,k k k k

i ih v h v i nξ ξ− = − =  ； 

2) 令
2

k k
k v h

x ξ ξ
ξ

+
= ， ( )1 2 1 1, , , , , , ,k k k k k k

i i nx v v v x v vξ− +=    

步骤 2：将超矩形 kH 沿着 x 剖分为子超矩形 

1 1,1 1,1
1 ,k k kH v h+ + + =   , 1 1,2 1,2

2 ,k k kH v h+ + + =    

其中 

( )T+1,1 +1,1 +1,1 +1,1
1 2, , ,k k k k

nv v v v=  ， ( )T+1,1 +1,1 +1,1 +1,1 +1,1
1 1 1, , , , , ,k k k k k k

i i nh h h x h hξ− +=   ， 

( )T+1,2 +1,2 +1,2 +1,2
1 2, , ,k k k k

nh h h h=  ， ( )T+1,2 +1,2 +1,2 +1,2 +1,2
1 1 1, , , , , ,k k k k k k

i i nv v v x v vξ− +=   。 

令 { }1 1
1 2,k kP H H+ += ， { }( )\ kT T H P= ∪ 。 

3.2. 超矩形的缩减 

为了叙述方便，缩减后的超矩形仍记为 kH 。对(GLMP)问题中的线性不等式约束条件
1

n

ij j i
j

a x b
=

≤∑  

( 1, 2, ,i m=  )，利用文献[6] [9]中超矩形缩减技术进行缩减。 
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3.3. 分支定界算法 

给出以下记号(假定算法迭代到第 k 步)： 
D：(GLMP)问题的可行域；Q：当前可行解的集合； kH ：选择剖分的超矩形； 
T：剪支剩余超矩形的集合；τ ：(GLMP)问题全局最优值的上界； 
η：(GLMP)问题全局最优值的下界。 
下面给出算法过程的具体描述。 
步骤 1：(初始化) 
构造包含 D 的超矩形 0 0 0,H v h =  ，在超矩形 0H 上求解问题(LP)，其对应最优解和最优值分别记为

dx 和η ，η 就是(GLMP)问题全局最优值的一个下界，显然 dx D∈ ，令 { }dQ Q x= ∪ ，初始上界为

( ){ }min :f x x Qγ = ∈ ，并找一个当前最优解 * arg minx γ∈ ，给定精度σ ， { }0T H= ，置 k = 1。 
步骤 2：(终止规则) 
若 γ η σ− ≤ 或T = Φ，则终止，输出(GLMP)问题的全局最优解 *x 、全局最优值 ( )*f x ; 否则，转步

骤 3； 
步骤 3：(选择规则) 
在T 中选择 kH ， kH 为η所对应的超矩形，即 ( )kHη η= ； 
步骤 4：(剖分及缩减技术) 
运用 2.1 中超矩形的剖分方法，将 kH 剖分为 +1

1
kH 与 +1

2
kH 两部分， 1 1

1 2int intk kH H+ +∩ = Φ ；再应用 2.2 
中超矩形的缩减技术，将 1

1
kH + 和 1

2
kH + 缩减后的超矩形仍记为 1k

iH + ，令 { }1k
iT T H += ∪  ( i∈Γ )，缩减

后的超矩形的指标集，记为 { }1,2Γ ⊆ 。  
步骤 5：(剪支规则)让 ( ){ }\ : ,H H HT T Tη γ≥= ∈ 。 
步骤 6：(定界)定下界： ( ){ }min :f H H Tη = ∈ ； 
定上界： ( ){ }min :f x x Qγ = ∈ ，当前最好的可行解： ( ){ }* arg min :x f x x Q∈ ∈  
置 1k k← + ，转步骤 2。 

4. 数值实验 

为了检测新算法的可行性与有效性，做以下的数值实验，算法编程在 Pentium(R)4，CPU3.20 GHZ，
1.00 GB 内存微机上运行，精度取为 610σ −= 。 

例 1 [7] 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min  2 2 2 2 3 4 2 2

3 5 2 2 7 4 2 5
. . 10

     2 3 10
     2 2 3 10
     2 3 10
     2 3 6
      1, 1,  1

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x
s t x x x

x x x
x x x

x x x
x x x

x x x

 − + + × − + + − + − + + +


× + − + + − − + + × − − −
 + + ≤

− + ≤


− + + ≤

− + − ≤

− + + ≥

≥ ≥ ≥










 

运用本文所提出的算法得到：最优解为(5.5556; 1.7778; 2.6667)，最优值为−112.7531，迭代次数为 3，
计算时间为 1.586198。文献[7]的最优解为(5.5556; 1.7778; 2.6667)，最优值为−112.7531，迭代次数为 54。 

通过以上计算所得结果显示，本文所提出的方法是有效可行的。 
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