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摘  要 

Volterra积分方程广泛应用在许多科学研究领域，例如热传导模型、声学散射问题、人口预测模型等。

针对第一类Volterra积分方程的数值解，在经典多步配置法的基础上利用边值方法的思想，研究其广义

多步配置方法。利用Lagrange插值公式，选取不同的节点作为插值节点，将原方程离散成为一个线性方

程组。通过实验验证了该方法求解第一类Volterra积分方程的有效性，并且该方法可以达到较高的收敛

阶。 
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Abstract 
The Volterra integral equation is widely used in many scientific research fields, such as heat 
transfer models, acoustic scattering problems, population prediction models and so on. Aiming at 
the numerical solution of the first type of Volterra integral equation, the idea of edge value method 
is used to study its generalized multistep collocation method based on the classical multistep col-
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location method. Using the Lagrange interpolation formula, different nodes are selected as inter-
polation nodes to discretize the original equation into a linear equation system. The effectiveness 
of the method in solving the first type of Volterra integral equation is verified by experiments, and 
the method can reach a higher convergence order. 
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1. 引言 

Volterra积分方程在物理学、生物学、化学、经济学等多个领域都有着广泛应用。常见的热传导模型、

流行病扩散、声学散射问题等都可以用Volterra积分方程来模拟[1] [2] [3] [4]。例如种群增长模型以及疾

病传播模型可以由如下形式的Volterra积分方程描述： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

d .
t

u t f t P t s G u s s= −∫  

对于一般的Volterra积分方程，真实解难以通过解析方法得到，所以依靠数值方法求解Volterra积分方

程的近似解成为一个重要的研究方向。近年来，许多学者对数值求解Volterra积分方程展开了深入的研究，

提出了许多有效的数值方法，如线性多步法、Runge-Kutta方法、谱方法、配置法等。 
1987年，McAlevey基于矩形求积法则和中点求积法则求解第一类Volterra积分方程，并讨论了其误差

的渐进展开式[5]。2004年，Brunner的专著介绍了第一类、第二类Volterra积分方程在不连续多项式空间

的配置方法及其收敛分析[6]。2009年，Brunner和Davies等给出了一类不连续Galerkin方法，并证明了该

方法的收敛性和高振荡超收敛性[7]。2011年，Wang和Xiang通过分析含Bessel函数的振荡积分的渐进性质，

推导了Volterra积分方程精确解的渐进展开式，并通过Filon型方法来求解其近似解[8]。同年，Chen和Zhang
构造了Volterra积分方程的边值方法[9]。随后，2012年，Chen和Zhang对这类算法进行了全面的研究[10]。
2013年，Xiang和Brunner提出了高效的Filon配置方法用于求解Volterra积分方程[11]。2014年，Xiang基于

Laplace变换和Laplace逆变换推导了Volterra积分方程的显示表达式，并利用Clenshaw-Curtis-Filon型方法

来得到其近似解[12]。2015年，Fazeli和Hojjati介绍了Volterra积分微分方程的超隐式多步配置方法[13]。
2018年，Xiang和Li等讨论了求解滞后势能积分方程的有效数值方法，通过连续Fourier变换将滞后势能积

分方程转化为Volterra积分方程，然后利用Clenshaw-Curtis-type方法来求解该方程得到其近似解[14]。2019
年，Li和Xiang等研究了带有高振荡核的第一类Volterra积分方程，利用Laplace变换和Laplace逆变换推导

了Volterra积分方程的另一显示表达式，并使用Clenshaw-Curtis-Filonh-type和Clenshaw-Curtis-type等方法

求解方程得到其近似解[15]。 
用配置法求解Volterra积分方程不仅可以获取较好的数值精度，同时计算量相对较小。多步配置法由

于收敛性好，易于构造，广泛受到国内外学者的重视。2009年，Conte和Paternoster利用单步方法得到的

近似值构造了多步配置方法。该方法能够在不增加配置点的情况下提高多步配置方法的收敛阶，进一步

分析了该方法的收敛性及其线性稳定性[16]。2012年，Liang和Brunner研究了第一类Volterra积分方程的配
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置方法，并对其配置解的局部超收敛性进行了分析[17]。2017年，Ma和Xiang基于特殊的多步配置方法，

利用未计算的近似值，提出求解Volterra积分方程的配置边值方法，并分析了其线性稳定性[18]。2018年，

Zhang和Liang将多步配置法应用于第一类Volterra积分方程，证明了多步配置解的存在唯一性，并分析了

该方法的收敛条件，给出了相应的收敛阶[19]。2019年，Zhao和Long等人利用光滑变换将弱奇异Volterra
积分方程转化为具有更好正则性的弱奇异Volterra积分方程，变换后的积分方程的解充分光滑。然后利用

已计算的近似值和当前以及下一个子区间的配置点构造了超隐式多步配置法，并分析了其收敛性和稳定

性[20]。2021年，Liu和Ma研究了第一类Volterra积分方程的一类块配置边值方法。通过研究配置方程的

特殊结构，讨论了其可解性，并给出了配置解存在的充分条件，通过数值实验验证了方法的有效性[21]。
2022年，Patil和Shinde等利用Anuj变换来求解第一类线性Volterra积分方程。证明了Anuj变换对于求解这

类方程是有效的[22]。2022年，Zhao和Fan等针对带有高振荡核的线性Volterra积分方程提出配置方法，采

用了Filon型方法对配置方程中的振荡积分进行离散，并研究了该方法的收敛性[23]。 
当使用配置法求解Volterra积分方程时，可以得到数值解对真实解的整体逼近，且具有较好的绝对稳

定域。本文对第一类Volterra积分方程提出了广义多步配置方法，用于解决大规模的复杂问题。 

2. 广义多步配置法的构造 

在这一节中，我们将构造第一类Volterra积分方程的广义多步配置法(
1 2- -k m kFGMC )。考虑如下第一类

Volterra积分方程 

( ) ( ) ( ) [ ]
0

, d 0,T .,  
t

f t K t s u s s t= ∈∫                             (1) 

其中， ( )u s 为未知函数， ( )f t 和 ( ),K t s 为已知函数，且 ( ) [ ]( )0,f t C T∈ ， 

( ) ( ) ( ){ }( ), : , : 0K t s C t s s t T∈ ∆ ∆ = ≤ ≤ ≤ ，并有 ( )0 0f = ， ( ), 0K t t > 。 
对方程(1)的区间 [ ]0,T 进行均匀网格划分，利用节点 , 0,1, ,nt nh n N= =  ，将区间 [ ]0,T 划分为N个子

区间。取均匀网格对应的每个小区间 [ ]1,n nt t + 上的端点，并在区间 [ ]1,n nt t + 前取 1k 个节点，区间 [ ]1,n nt t + 内

取m个点，区间 [ ]1,n nt t + 后取 2k 个节点，利用这些节点作为插值节点构造Lagrange插值函数去近似未知函

数。具体过程如下： 
首先对区间 [ ]0,T 进行均匀网格划分 

{ }: , 0, , , 0, .h n nI t t nh n N h Nh T= = = ≥ =  

这样就得到N个子区间，其中h为步长。定义每个子区间 [ ]1,n nt t + 内的配置点为 

( ), 1, 1, ,  0 1 .n j n j mt t c h j m c c= + = < < < <   

方程(1)可以改写为 

( ) ( ) ( ) [ ],  0, ,n nf t F t t t T= +Φ ∈                              (2) 

其中 

( ) ( )
0

(t) , dnt
nF K t s u s s= ∫  

被称为滞后函数。 

( ) ( ) ( ), d
n

t
n t

t K t s u s sΦ = ∫  

被称为增量函数。 
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定义在节点{ }1 2, , , 1, 1,k jt c k k k j m= − + = 
处的Lagrange插值基函数分别为 ( )1 2,k k

k sφ 和 ( )j sψ  

( )
2

1 2

1

1
,

1 2
, 1

,  , 1,
k m

k k i
k

i k i i
i k

s cs is k k k
k i k c

φ
+

=− =
≠

−−
= = − +

− −∏ ∏   

( )
2

1

1

1,
,  1, , .

k m
i

j
i k ij j i

i j

s cs is j m
c i c c

ψ
+

=− =
≠

−−
= =

− −∏ ∏   

接下来构造在区间 [ ]1,n nt t + 上的配置多项式，有如下形式： 
当 10 1n k≤ ≤ − 时，在区间 [ ]1,n nt t + 上的配置多项式为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2
1

1

1
,

,
1

,  0,1 .
k m

k k
h n k k k j n j

k k j
u t sh s y s U sφ ψ

+

+
=− =

+ = + ∈∑ ∑  

由于当 10 1n k≤ ≤ − 时向前取到的配置点个数不足，无法取到全部的配置点，为了保证取到相应个数

的配置点，我们向后借用后面区间端点为配置点。此时所使用的配置点分别为
1 20 1 1, , , k ky y y + + 和

,1 ,2 ,, , ,n n n mU U U 。 
当 1 2 1k n N k≤ ≤ − − 时，在区间 [ ]1,n nt t + 上的配置多项式上为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2

1

1
,

,
1

,  0,1 .
k m

k k
h n k n k j n j

k k j
u t sh s y s U sφ ψ

+

+
=− =

+ = + ∈∑ ∑  

此时所使用的配置点分别为
1 1 21 1, , ,n k n k n ky y y− − + + + 和 ,1 ,2 ,, , ,n n n mU U U 。 

当 2 1N k n N− ≤ ≤ − 时，在区间 [ ]1,n nt t + 上的配置多项式上为： 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2
2

1

1
,

1 ,
1

,  0,1 .
k m

k k
h n k N k k j n j

k k j
u t sh s y s U sφ ψ

+

− − +
=− =

+ = + ∈∑ ∑  

此时向后取到的配置点个数不足，为了保证取到相应个数的配置点，我们向前借用前面区间端点为

配置点。所使用的配置点分别为
1 2 1 21, , ,N k k N k k Ny y y− − − − −  和 ,1 ,2 ,, , ,n n n mU U U 。这样可以满足在每个区间

[ ]1,n nt t + 的配置多项式都可以取到了 1 2 2k k m+ + + 个配置点。其中， ( ):n h ny u t= 表示 ( )nu t 的近似值，

( ), j ,:n h n jU u t= 表示 ( )n ju t ， 的近似值。令上述配置多项式在 ,n it 点精确满足方程(2)，且 ( )1 1n h ny u t+ += ，有 

( ) ( )
2

1 2

1

, , ,

1
,

1 ,
1

,

1 1 .

n i n i n i

k m
k k

n k n k j n j
k k j

U F

y y Uφ ψ
+

+ +
=− =

= +Φ

 = +


∑ ∑
 

方程(1)的近似解 hu 满足下列配置方程 

( ) ( ) ( )
0

 , d .,nt
n h n hf t K t s u s s t I= ∈∫  

具体地，当 11, ,n k=  ，有 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 2

1
1 1

2
1 2

1

1

1

,

11 1
, ,0

, ,

0 1

1

, ,0
1

, d

             

  

 , d

        

,i

nn i

kn m
k k

n i l k k j n j
l k k j

k mc k k
n

i n i

k

ki n k k j n j
k k j

f t

h k t t sh s y s U s

h k t t sh s y s U s

F

φ ϕ

φ ϕ

+−

= =− =

+

=− =

+

+

=

 
+ + 

 
 

+ + + 
 

+Φ

= ∑ ∑ ∑∫

∑ ∑∫

 

当 1 21, ,n k N k= + − ，有 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2 2

1 2
1 2

1 1
1 1

2
1 2

2
2

1 1

,

1 11
, ,0

0 1

11
,

, ,

1 1,0
1

1
1

, d

              , d

 

          

             

n i

k k m
k k

n i l k k j k j
l k k j

kn m
k k

n i l k j l j
l

n i n i

k

l k
k k k j

f t

h k t t sh s y s U s

h k t t sh s y s U s

F

φ ϕ

φ ϕ

− +

= =− =
+

+

− − +
+

−
= =− =

+Φ

=

=

 
+ + 

 

 
+ + + 

 

+

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∑∫

( ) ( ) ( )
2

1 2

1

1

, ,0
1

, d ,i
k mc k k

n i n k j n j
k

k
k j

nh k t t sh s y s U sφ ϕ
+

=
+

− =

 
+ + 

 
∑ ∑∫

 

当 2 1, ,n N k N= − +  ，有 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
1 2

1 1
1 1

2 2
1 2

2
1

1

2 2
2 1

,

1 11
, ,0

0 1

11
, 1,

,

1 1
11

0

,

          , d

              , d

            

n i

k k m
k k

n i l k k j k j
l k k j

N k k m
k k

n i l k j l j
l k k k j

n i n i

k

l k

f t

h k t t sh s y s U s

h k t t sh s y s U s

F

φ ϕ

φ ϕ

− +

= =− =

− +

−
= =−

+

−
+ =

− +

=

 
= + + 

 

 
+ + +

+


 

Φ

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∑∫

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 2

3
1

3

2
1 2

2

2
1

3 2

11 1
, ,0

1

1

1

1 ,0
1

1

,

  , d

              , d .i

kN

N k k

m
k k

n i l k j l j
l N k k k j

k mc k k
n i n k j n j

k
N

k
k

j
k

h k t t sh s y s U s

h k t t sh s y s U s

φ ϕ

φ ϕ

+−

= −
− − +

+

− − +

=− =

+

=− =

 
+ + + 

 

 
+ + + 

 

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑∫

 

通过上述过程，就实现了将第一类 Volterra 积分方程离散为一个线性系统，求解该线性系统，就可

以得到网格上的配置解。 

3. 数值实验 

本节我们通过两个数值实验来验证第一类 Volterra 积分方程广义多步配置法的有效性，本文所有数

值实验都是在 MATLAB 中实现的，我们用绝对误差的无穷大范数来描述广义多步配置方法的收敛速度。

观察在选取不同配置点 1 2,k k 和m时，随着N的增加，数值方法绝对误差的变化情况以及其相应的收敛阶。

在这里，误差 error 为配置解产生的绝对误差的无穷范数，收敛阶由 

1 1

22

2 2

error
log log .

error
p

p

N p

N p

N
N

 

来计算。 
例 1：考虑如下第一类 Volterra 积分方程 

( ) ( ) ( )( ) [ ]2

0
2cos d 1 1 , 0,4 ,

t tt s u s s t e t− = + − ∈∫  

该方程的准确解为 

( ) ( )21 .tu t t e= +  

对区间 [ ]0,4 进行等距划分，通过广义多步配置法求解该方程，分别选取不同配置点 1 2,k k 和 m，绝对

误差和收敛阶在表 1 和表 2 中列出。通过分析表格中的数据可以得到，广义多步配置法具有较快的收敛

速度。 
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Table 1. Absolute errors and convergence orders of 
1 2- -0k kFGMC  for Example 1 

表 1. 
1 2- -0k kFGMC 求解例 1 时产生的绝对误差和收敛阶 

N 
1-0-2FGMC  收敛阶 2-0-3FGMC  收敛阶 3-0-3FGMC  收敛阶 

N = 8 5.05e−00  9.18e−01  1.92e−01  

N = 16 2.63e−01 4.26 1.41e−02 6.03 2.83e−03 6.08 

N = 24 4.12e−02 4.57 1.07e−03 6.36 1.54e−04 7.18 

N = 32 1.07e−02 4.69 1.63e−04 6.54 1.81e−05 7.44 

N = 40 3.69e−03 4.76 3.70e−05 6.64 3.35e−06 7.57 

N = 48 1.54e−03 4.81 1.09e−05 6.71 8.30e−07 7.65 

N = 56 7.29e−04 4.84 3.85e−06 6.75 2.53e−07 7.71 

N = 64 3.81e−04 4.86 1.55e−06 6.79 8.97e−08 7.77 

N = 72 2.15e−04 4.88 6.97e−07 6.81 3.63e−08 7.67 

收敛阶  5.00  7.00  8.00 

 
Table 2. Absolute errors and convergence orders of 

1 2- -k m kFGMC  for Example 1 

表 2. 
1 2- -k m kFGMC 求解例 1 时产生的绝对误差和收敛阶 

N 
1-1-3FGMC  收敛阶 1-2-2FGMC  收敛阶 2-2-2FGMC  收敛阶 

N = 8 2.37e−02  7.41e−03  1.88e−03  

N = 12 1.86e−03 6.27 5.86e−04 6.26 1.11e−04 6.97 

N = 16 2.86e−04 6.50 9.13e−05 6.46 1.36e−05 7.31 

N = 20 6.52e−05 6.63 2.10e−05 6.58 2.57e−06 7.47 

N = 24 1.92e−05 6.70 6.25e−06 6.65 6.47e−07 7.57 

N = 28 6.79e−06 6.75 2.22e−06 6.71 1.99e−07 7.63 

N = 32 2.74e−06 6.79 9.04e−07 6.74 7.09e−08 7.75 

N = 36 1.23e−06 6.82 4.07e−07 6.78 2.79e−08 7.92 

收敛阶  7.00  7.00  8.00 

 
在表 1 中，我们列出了几种 0m = ，即在区间 [ ]1,n nt t + 中间不取点时的误差和收敛阶。可以看出，当

在区间 [ ]1,n nt t + 中间不取配置点，且向后取的配置点个数 2k 大于等于向前取的配置点个数 1k 时，

1 2-0-k kFGMC 的收敛阶可以达到 1 2 2k k+ + 阶。 
在表 2 中，我们列出了 0m ≠ 时的几种情况，观察其误差的变化情况以及其相应的收敛阶。发现当

1m = 时，向前取 1 个配置点( 1 1k = )，向后取 3 个配置点( 2 3k = )时，收敛阶可以达到 7 阶。当 2m = 时，

向前取 1个配置点( 1 1k = )，向后取 2个配置点( 2 2k = )时，收敛阶可以达到 7阶，向前取 2个配置点( 1 2k = )，
向后取 2 个配置点( 2 2k = )时，收敛阶可以达到 8 阶。 

例 2：考虑如下第一类 Volterra 积分方程 

( ) ( ) [ ]
0
cos d co ,  s 0,4 ,

t
t s u s s t t t− = ∈∫  
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该方程的准确解为 

( ) 2cos 1.u t t= −  

同样使用广义多步配置法求解此方程，绝对误差和收敛阶的实验结果在表 3 和表 4 中列出。实验结

果验证了该方法可以达到高收敛阶，在表 3中可以看出当 0m = 且 1 2k k≤ 时，收敛阶可以达到 1 2 2k k+ + 阶。

由表 4 得到，当 1m = 时，取 1 21, 3k k= = 收敛阶可以达到 7 阶。当 2m = 时，取 1 21, 2k k= = 和 1 22, 2k k= =

收敛阶分别可以达到 7 阶和 8 阶。 
 
Table 3. Absolute errors and convergence orders of 

1 2-0-k kFGMC  for Example 2 

表 3. 
1 2-0-k kFGMC 求解例 2 时产生的绝对误差和收敛阶 

N 
1-0-2FGMC  收敛阶 2-0-3FGMC  收敛阶 3-0-3FGMC  收敛阶 

N = 8 9.99e−04  9.78e−04  2.84e−04  

N = 16 6.84e−05 3.87 1.02e−06 9.90 2.84e−06 6.64 

N = 24 1.21e−05 4.28 1.87e−06 4.19 1.20e−07 7.81 

N = 32 3.19e−06 4.62 3.19e−08 6.14 1.21e−08 7.97 

N = 40 1.11e−06 4.74 7.50e−09 6.49 2.02e−09 8.02 

N = 48 4.61e−07 4.81 2.24e−09 6.64 4.64e−10 8.08 

N = 56 2.19e−07 4.84 7.97e−10 6.70 1.31e−10 8.20 

N = 64 1.14e−07 4.87 3.22e−10 6.79 4.62e−11 7.82 

N = 72 6.42e−08 4.89 1.43e−10 6.90 1.94e−11 7.38 

收敛阶  5.00  7.00  8.00 

 
Table 4. Absolute errors and convergence orders of 

1 2- -k m kFGMC  for Example 2 

表 4. 
1 2- -k m kFGMC 求解例 2 时产生的绝对误差和收敛阶 

N 
1-1-3FGMC  收敛阶 1-2-2FGMC  收敛阶 2-2-2FGMC  收敛阶 

N = 8 7.44e−06  6.64e−07  2.16e−06  

N = 12 4.05e−07 7.18 8.41e−08 5.09 9.81e−08 7.62 

N = 16 6.47e−08 6.38 1.68e−08 5.60 1.01e−08 7.90 

N = 20 1.46e−08 6.67 4.15e−09 6.27 1.70e−09 7.99 

N = 24 4.24e−09 6.78 1.27e−09 6.51 3.91e−10 8.07 

N = 28 1.48e−09 6.83 4.55e−10 6.64 1.14e−10 8.00 

N = 32 5.92e−10 6.86 1.88e−10 6.63 3.87e−11 8.10 

收敛阶  7.00  7.00  8.00 

 
通过对表 1~4 中的数据进行分析可以得到：广义多步配置法随着 N 取值的增加，其误差逐渐减小，

且随着配置点个数 1 2k k m+ + 的增加，其收敛阶也在增加，说明用广义多步配置法求解第一类 Volterra 积

分方程是有效的。 
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4. 总结 

本文在经典多步配置法的基础上利用边值方法的思想，提出了第一类 Volterra 积分方程的广义多步

配置法
1 2- -k m kFGMC 。首先构造广义多步配置法方法，将原方程离散成一个线性系统，通过求解线性系统

得到配置解。然后通过数值实验表明，此类方法是有效的并且相对于经典的多步配置方法可以达到较高

的收敛阶。 
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