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摘  要 

本文研究了一类具有时滞的Caputo型模糊分数阶随机微分方程。利用随机分析技术和Banach不动点定

理，得到了所考虑系统解的存在唯一性。最后，我们提出一个例子来说明理论结果。 
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Abstract 
In this article, we investigate a class of Caputo type fuzzy fractional order stochastic differential eq-
uations with time-delays. By using stochastic analysis techniques and Banach’s fixed point theo-
rem, we obtain the existence and uniqueness for the solutions of the considered system. At last, we 
present an example to illustrate the theoretical results. 
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1. 引言 

随机微分方程是一个历史悠久的研究学科，1902 年，Gibbs [1]在统计力学研究中首次提出了随机微

分方程问题。它可以用来模拟控制理论、生物学、经济学、物理学、电气工程和机械中的许多现实世界

现象。在这些模型中，我们可以有效地描述随机扰动对系统状态时间演化的影响。因此，随机微分方程

理论发展非常迅速，并且越来越完善。对于随机微分方程的系统知识，读者可以参见[2] [3] [4] [5]和参考

文献。 
现实现象的一个显著特征是不确定性，不确定性可以从随机性和模糊性两个方面来解释。研究者发

现，现实生活中的某些系统会因为实验设备和观测等不可抗拒的因素而产生误差，导致变量、数据和参

数模糊，信息不完整。由于信息是不精确的，这种不精确需要反映在模型结构中。因此，提出了模糊集

理论[6] [7] [8]和模糊随机微分方程来处理这些不确定性。在文献[9]-[16]中，我们可以找到许多关于模糊

随机微分方程的研究，它适用于建模随机性和模糊性相结合的动力系统。然而，在由“白噪声”起作用

的系统里，模糊随机微分方程将是对不确定性现象建模的最佳方法。这方面的论文较少，即[10] [17] [18] 
[19] [20] [21]，每篇论文在考虑模糊随机微分方程的方式或条件设置上都有所不同。 

迄今为止，关于模糊分数阶随机微分方程的研究成果很少。然而，在初值问题中，系统解的存在唯

一性定理是一个重要的课题。在文献[22] [23]中，研究者利用逐次逼近的思想，在广义 Hukuhara 可微性

下，得到了随机模糊分数阶微分方程解的存在唯一性定理。不同的是 Riemann-Liouville 分数阶导数的研

究文献有[23]，而 Caputo 型分数阶导数的研究文献有[22]。在文献[24] [25]中，研究者使用 Mazandarani
等人[26]提出的颗粒导数代替了传统的 Hukuhara 可微性和收缩原理。分别得到了模糊分数阶随机受电弓

延迟微分系统和脉冲模糊分数阶随机微分系统的存在唯一性。关于模糊分数阶随机微分方程的其他结果，

请参考文献[27] [28] [29]。 
基于先前的讨论，本文探究下面具有时滞的模糊分数阶随机微分方程的存在性、唯一性： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]

0
0

, , , , d , ,

, ,0 ,

v
CD Z v f v Z v Z v h g Z Z h W v J

Z v v v h

β θ θ θ θ

φ


= − + − ∈


 = ∈ −

∫  

这里 0
CDβ 是 Caputo 导数，区间 [ ]0,J T= ，阶数

1 ,1
2

β  ∈ 
 

，函数 [ ] ( ) ( ) ( ): 0, n n nE E Ef T × × →   、 

[ ] ( ) ( ): 0, n n n mEg T E ×× × →   是连续函数， ( ) ( ) 00 0Z φ φ= = 。历史函数 [ ] ( ): ,0 nh Eφ − →  满足关系
2 , 0d φ∞   < ∞  ，其中 表示数学期望，h 代表时滞， ( )nE  ， ( )W v 的含义在第 2 节可以找到。 
本文结构安排：在第 2 节中，我们将介绍文中的符号和必需的定义、引理.第 3 节致力于证明模糊分

数阶随机微分方程解的存在性和唯一性.最后，为了清楚地解释结果，在第 4 节中提供一个说明性示例。 

2. 预备知识 

在本节，我们将介绍文中的符号和一些有用定义，引理。这些有用的工具将用于建立主要结果。 
符号：设 ( )( ) { } ( )( )0, , , ,n

v
nE E≥Ω = Ω    是一个带有滤子{ }:v v J∈ 完备概率空间且满足通常的

条件， ( )W v 是定义在概率空间 ( )( ), nEΩ  上的 m-维布朗运动。让 ( )( )2 , nL EΩ  表示所有强可测平方可
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积 ( )nE  值随机变量。 
对于 [ ]1 ,J h T= − ， ( )( )( )2

1, , nC J L EΩ 
表示从 1J 到 ( )( )2 , nL EΩ  所有连续映射且满足 [ ]2

1,d Z Z∞ < ∞ ，

显然， ( )( )( )2
1, , nC J L EΩ 

是一个 Banach 空间。设 hB 是 ( )( )( )2
1, , nC J L EΩ 

中所有连续过程 Z 构成的

有界闭子空间， ( )( )( )2
1, , nC J L EΩ  由 v -适应可测过程 ( ){ }:Z v v J∈ 组成且度量为： 

[ ] [ ]2 2
1 1, sup , ,

v J
d Z Z d Z Z∞ ∞

∈
=   

容易验证 hB 与上述度量构成一个完备的度量空间 ( ),hB d∞ 。 
定义 2.1 [25]设 ( )n

 表示 n
 中的所有非空、紧和凸子集族，则两个非空集合 ,M N 之间的 Hausdorff

距离 Hd 定义如下： 

( ) ( ), : max supinf ,sup inf , ,H y N z Mz M y N

nd M N z y z y M N
∈ ∈∈ ∈

 = − − ∈ 
 

  

这里 ⋅ 代表 n
 中的标准 Euclidean 范数。 ( )( ), H

n d 是完备的度量空间且度量 Hd 有下面的性质： 
对所有的 ( ), , , nM N M N′ ′∈  和 k∈，有 
1) ( ) ( ), ,H Hd M M N M d M N′ ′+ + = ， 
2) ( ) ( ), ,H Hd kM kN k d M N= ， 
3) ( ) ( ) ( ), , ,H H Hd M N M N d M M d N N′ ′ ′ ′+ + = + 。 
定义 2.2 [24]记 ( ) [ ]{ }: 0,1 (i)-(iv)nnE ϑ ϑ= →  满足下面的性质 ： 
(i) ϑ 是正规的模糊集，即存在 0

n∈ ，有 ( )0 1ϑ = ， 
(ii) ϑ 是上半连续的， 
(iii) [ ] ( ){ }0 cl : 0nϑ ϑ >∈=   ，其中 cl 表示闭包， 
(iv) ϑ 是模糊凸的，即对所有的 [ ]0,1λ∈ 和 1, n∈  ，有 
(v) ( )( ) ( ) ( ){ }1 1mi1 ,nλ λϑ ϑ ϑ≥+ −    ， 
则称ϑ 为模糊数,称 ( )nE  为模糊数空间，显然 ( )n nE⊂  。集合 n

 能够嵌入 ( )nE  通过如下的嵌

入映射 ( ): n nE⋅ →  ：对于所有的 np∈  

( ) { }
1, ,
0, \ .n

x p
p x

x p
==  ∈ 

如果

如果
 

定义 2.3 [25]如 ( )nEϑ∈  ，则集合 

[ ] ( ){ };nγϑ γϑ= ≥∈  , ( ]0,1γ ∈ , 

被称为ϑ 的 γ -水平集。 
符号 [ ] ,l r

γ γ γϑ ϑ ϑ =  代表ϑ 的 γ -水平集，这里 lϑ ， rϑ 分别表示ϑ 的左、右两支。对于 ( ), nEuϑ ∈  和

k∈，模糊数的加法和标量乘法定义为： 

[ ] [ ]k kγ γϑ ϑ= 和 [ ] [ ] [ ]u uγ γ γϑ ϑ+ = +  

定义 2.4 [24]令 ( ), nEuϑ ∈  ，则它们之间的 Hausdorff 距离定义如下： 

( )
[ ]

( ){ }
[ ]

[ ] [ ]( ){ }
0,1 0,1

, : sup max , sup max ,H l l r r Hd u d u u d uγ γγ γ γ γ

γ γ
ϑ ϑ ϑ ϑ

∈ ∈
∞ = − − = , 

其中 [ ] ,l r
γ γ γϑ ϑ ϑ =  和 [ ] ,l ru u uγ γγ  =  。模糊数空间 ( )( ),nE d∞ 是一个不可分的完备度量空间。 

对于 ( )1, nu u E∈  ， , 0u d u∞=    和 [ ]1 1,u u d u u∞− = ，此外， [ ]u γ
的直径 [ ]( ) r ld u u uγ γ γ= − 。 
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命题 2.5 [30]若 ( )1 2 3 4, , , nu u u u E∈  ， 1 2, 0k k ≥ ， k∈，我们有下面的性质： 
1) [ ] [ ]1 2 3 2 1 3, ,d u u u u d u u∞ ∞+ + = ， 
2) 1 2 1 2, 0 , 0 , 0d u u d u d u∞ ∞ ∞ +  ≤   +       ， 
3) [ ] [ ] [ ]1 3 1 2 2 3, , ,d u u d u u d u u∞ ∞ ∞≤ + ， 
4) [ ] [ ] [ ]1 2 3 4 1 3 2 4, , ,d u u u u d u u d u u∞ ∞ ∞+ + ≤ + ， 
5) [ ] [ ]1 2 1 2, ,d ku ku k d u u∞ ∞= , [ ]1 2 1 2, , 0d k u k u k k d u∞ ∞= −   ， 

其中 ( )0 nE∈  。 
定义 2.6 [30]若 ( ), nEθ ϑ∈  ，如果存在 ( )nu E∈  使得 uθ ϑ= + ，则称 u 为 ,θ ϑ的 Hukuhara 差，记

作 uθ ϑ = 。 
根据命题 2.5 和定义 2.6，我们不难得到下面的引理。 
引理 2.7：对任意的 ( )1, , nEu uθ ∈  ，有 
1) ( ) , 0 , , 01 0d u d d uθ θ∞ ∞  ≤   +      − ，

 
2) ( ) ( ) [ ]1 1, ,1 1 ud u d u uθ θ∞ ∞  = − −  。 
定义 2.8 [31]一个函数 [ ] ( ),: na b Eµ →  在区间 [ ],a b 被称为 d-递减(d-递增)，如果对任意的 [ ]0,1γ ∈ ，

函数 ( )( )v vd
γ

µ   在区间 [ ],a b 上是非增的(非减的)。此外，如果 µ 在区间 [ ],a b 是 d-递减或者 d-递增，

我们称 µ 在 [ ],a b 是 d-单调。 
定义 2.9 [31] [ ] ( )1 2, : , nu u a b E→  的广义 Hukuhara 差(gH-差)定义为： 

[ ]( ) [ ]( )
( ) [ ]( ) [ ]( )

1 2 3 1 2

1 g 2 3

1 2 3 1 2

,(i) ,

(ii) 1 , .

u u u d u d u
u u u

u u u d u d u

γ γ

γ γ

 = += ⇔ 
 =

≥

≤+ −


  

定义 2.10 [32]设 [ ] ( ),: na bf E→  ， β 阶模糊 Riemann-Liouville 积分定义为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )11: d ,
v

a
a

I f v v s f s sββ

β
−−

Γ
= ∫  

这里 ( )Γ ⋅ 是伽马函数， v a≥ 和 ( ]0,1β ∈ 。 
定义 2.11 [31]设 [ ] ( )( ), , nf L a b E∈  是一个模糊值函数使得Riemann-Liouville导数 RL

aD fβ ( ]( )0,1β ∈

在 [ ],a b 存在，此时， β 阶 Caputo 模糊分数阶导数定义为： 

( )( ) ( ) ( )( )( ) [ ]g: , , ,C RL
a aD f v D f f a v v a bβ β  = ⋅ ∈   

注意到如果 [ ] ( )( ), , nf AC a b E∈  是一个 d-单调的模糊值函数，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 d , ,
1

.
v

C
a a

a

D f v I Df v v s Df s s v a bββ β

β
− −= = − ∈

Γ − ∫  

此外 

( )( ) ( ) ( ) [ ]g , , .C
a aI D f v f v f a v a bβ β = ∈  

引理 2.12 [19]设 [ ] ( )( ), 0, , npX Y L T E∈  ，其中 1p ≥ ，则对任意的 [ ]0,s T∈ ，有 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )1

0, 0 0 0

sup d , d , d .
t t s

p p p

t s
d X Y s d X Yτ τ τ τ τ τ τ−
∞ ∞

∈

 
 ≤   

 
∫ ∫ ∫   

引理 2.13 [19]设 [ ] ( )( )2, 0, , nX Y L T E∈  ，则对任意的 [ ]0,s T∈ ，有 
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[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0, 0 0 0

sup d , d 4 , d .
t t s

t s
d X W Y W d X Yτ τ τ τ τ τ τ∞ ∞

∈

 
 ≤     

∫ ∫ ∫   

定义 2.14：一个模糊随机过程 ( ){ } h v T
Z v

− ≤ ≤
被称为(1)的解当它满足下面的条件： 

(i) ( ){ }Z v 是 d∞ -连续和 v -适应。 

(ii) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

, , , , d
v

v I f v Z v Z v h g Z Z h Wβ θ θ θ θ
 

− + −  
 

∫

在区间 [ ]0,T 上 d-递增和一个 d-单

调的模糊函数 ( ) [ ] ( )( )2 0, , nZ v L T E∈  ，它满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
1

1

g
0

0 0

1 , , d

1 , , d d ,

v

v s

Z v v s f s Z s Z s h s

v s g Z Z h W s

β

β

φ

θ θ θ

β

β
θ

−

−

= − −

+ −

Γ

−
Γ

∫

∫ ∫



               (2) 

其中 ( )2 d , 0
T

h

d Z v v∞
−

 
< ∞ 

 
∫ ， 

(iii) 对于任何其他解 ( )1Z v ，我们有 ( ) ( ) [ ]{ }1 , , 1P Z v Z v v h T= ∈ − = 。 
引理 2.15：对任意的 [ ]0,1γ ∈ ，设 ( ) [ ] ( )( )2 0, , nZ v L T E∈  在区间 [ ]0,T 是一个 d-单调函数： 
(i) 如果 ( )Z v 是 d-递增函数，那么(2)式等价于： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
0

1

1

0 0

1 , , d

1 , , d d ,

v

v s

Z v v s f s Z s Z s h s

v s g Z Z h W s

β

β

φ

θ θ θ θ

β

β

−

−

= + − −

+

Γ

− −
Γ

∫

∫ ∫
 

(ii) 如果 ( )Z v 是 d-递减函数，那么(2)式等价于： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

0

0

1

0

0

1 , , d

1 ., , d d

1
v

v s

Z v v s f s Z s Z s h s

v s g Z Z h W s

β

β

φ

θ θ θ θ

β

β

−

−

= − −

+ −


 Γ

Γ 
−

−




∫

∫ ∫



 

证明：对于情况(i)，根据 ( ) [ ] ( )( )2 0, , nZ v L T E∈  在区间 [ ]0,T 上是一个 d-递增函数，这暗示 

( )( ) ( )( )0d Z v d Z
γ γ
≥       ，通过定义 2.9(i)，我们得到情况(i)的结果。 

对于情况(ii)，根据 ( ) [ ] ( )( )2 0, , nZ v L T E∈  在区间 [ ]0,T 上是一个 d-递减函数，这暗示 

( )( ) ( )( )0d Z v d Z
γ γ
≤       ，通过定义 2.9(ii)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

0

0 0

1

0
1 , , d

1 ,, , d d

1
v

v s

Z v v s f s Z s Z s h s

v s g Z Z h W s

β

β

φ

θ θ θ θ

β

β

−

−

= + − −

+ −


 Γ


−

−

Γ 

∫

∫ ∫
 

再利用定义 2.6，便得到想要的结果。值得一提是，情况(ii)的积分形式是本文讨论的重点。 

3. 主要结果 

在本节，我们假设系统(1)的解 ( ) [ ] ( )( )2 0, , nZ v L T E∈  是一个 d-递减函数，除此之外，我们要求积分 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

, , , , d
v

I f v Z v Z v h g Z Z h Wβ θ θ θ θ
 

− + −  
 

∫ 在区间 [ ]0,T 是 d-递增的。然后，我们探索系统

(1)解的性质是利用 Banach 不动点定理。根据定义 2.14 和引理 2.15，我们知道 ( )Z v 满足： 
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∫

∫ ∫



            (3) 

为了建立本文的结论，我们作如下假设： 
(H1) 假设这儿存在一个连续非减的实值函数 [ ]: 0,Tρ +→ 和 ( )0,1L∈ ，使得对每个 [ ]0,v T∈ 和所有

的 ( )1 2 1 2, , , nx x y y E∈  ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ] [ ]

22
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 2 2

, , , , , , , , ,

, , ,

d f v x x f v y y g v x x g v y y

v d x y Ld x yρ
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∞ ∞

  ∨ − 
≤ +

 

这里 f 和 g 是可测的连续函数，
[ ]

( )
0,

sup
v T

v Kρ
∈

≤ 和∨定义为 { }max ,x y x y∨ = 。 
(H2) 对于 v J∈ ，存在一个常数 0M > ，使得 

( ) ( ){ }22max , 0 , 0 , 0 , , 0 , 0 .d f v g v M∞   ≤   

定理 3.1：若假设条件(H1)和(H2)成立，那么方程(1)在 ( ) ( ){ }2: : , 0q hB Z v Z v B d Z q∞= ∈   ≤  中有唯

一解，前提是 

( ) ( )( )2 2 2 1 ,10T K Lβ β β+ < Γ −  

其中
( )( ) ( )
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。 

证明：对每个正数 q，定义 ( ) ( ){ }2: : , 0q hB Z v Z v B d Z q∞= ∈   ≤  。然后对每个 q，显然 qB 是 hB 里

面的有界闭凸集，定义算子 : q qB B→ 如下： 
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步骤 1：接下来证明存在常数 q，使得 ( )q qB B⊆ 。 
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现在，利用引理 2.12，对 2I 进行估计： 
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借助引理 2.13 和积分中值定理，我们对 3I 进行估计： 
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综上，我们有 
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L d Z s h∞
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 −  是介于 q 与 2 , 0q d φ∞+    之间。所以 
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因此，我们得到 ( )q qB B⊆ 。 
步骤 2：推导是一个压缩映射。 
假设 ( )Z v ， ( ) [ ] ( )( )2

1 0, , nZ v L T E∈  和当 [ ],0v h∈ − 时，有 ( ) ( ) ( )1Z v Z v vφ= = 。对每个 [ ]0,v T∈ ，

我们考虑： 
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当 ( ) ( )1Z v Z v= ， [ ]( ),0v h∈ − 时，根据文献[30]中定理 3.1，我们得到 
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根据压缩映射原理，我们知道算子有唯一的不动点 ( ) qZ v B∈ 是方程(1)的解。这是定理 3.1的完整证明。 
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4. 例子 

在本节，提出一个例子来说明我们的主要结果。 
考虑下面一维模糊分数阶随机微分方程： 
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∫ . 

我们指出 ( ) [ ] ( )( )2 0,5 ,Z v L E∈  是一个 d-递减函数(见图 1)；F 在区间 [ ]0,5 上是 d-递增的(见图 2)。
这是因为 
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类似的推导，我们有 
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因此，我得到 
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所以条件(H1)~(H2)满足，而且 
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故方程(4)有唯一解。 

https://doi.org/10.12677/orf.2023.136620


唐浦森，陈琳 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2023.136620 6286 运筹与模糊学 
 

 

Figure 1. The solution ( )Z v  of Equation (4)  

图 1. 方程(4)中的解 ( )Z v  

 

 
Figure 2. The shape of F in Equation (4) 
图 2. 方程(4)中的 F 的形状 

5. 总结与展望 

本文通过利用 Banach 不动点定理与随机分析技术，得到了一类 Caputo 型模糊分数阶随机微分方程

解的存在唯一性。并给出一个数值算例验证理论结果的有效性。本文的结果对模糊分数阶随机系统解的

稳定性研究有一定借鉴作用。在下一步的工作中，我们将考虑其他类型的模糊分数阶随机系统解的存在

性以及脉冲效应对系统的影响。 
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